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RESUMEN

En la presente tesis estudiamos diversos procesos asociados con
agujeros negros astrofisicos; en particular, la estructura interna de los
agujeros negros, la naturaleza de la entropia gravitacional, el proceso
de acreciéon de materia por agujeros negros en régimen de campo
fuerte y sistemas binarios de agujeros negros supermasivos. Analiza-
mos también el rol de los agujeros negros en la caracterizaciéon de la
Segunda Ley de la Termodindmica e implicaciones de los agujeros
negros para teorias sobre la naturaleza del espacio-tiempo. Por dltimo
indagamos sobre la existencia misma de estos objetos y la posibili-
dad de que sistemas dindmicos en colapso puedan simular todas las
propiedades que solemos atribuir a los agujeros negros estéticos.

En lo que respecta a la estructura interna de los agujeros negros,
analizamos las propiedades termodindmicas de un modelo para el
interior de un agujero negro regular estatico y esféricamente simétrico.
Obtenemos las ecuaciones para las cantidades termodindamicas validas
para un perfil de densidad arbitrario. A partir de estas ecuaciones mos-
tramos que el modelo es termodindmicamente inestable. Asimismo,
presentamos un andlisis donde se pone en evidencia la inestabilidad
dindmica del fluido.

Indagamos en la naturaleza de la entropia gravitacional mediante el
andlisis de dos estimadores cldsicos basados en escalares construidos
a partir del tensor de Weyl. Calculamos el primer estimador para
agujeros negros de Reissner-Nordstrom, Kerr, Kerr-Newman, para
un modelo particular de agujero de gusano y agujero negro regular
estudiado anteriormente. Para el caso del segundo estimador, calcula-
mos la densidad de energia gravitacional, la temperatura gravitacional
y la entropia gravitacional en el espacio-tiempo de Kerr. En ambos
casos, comparamos los resultados obtenidos para los distintos espacio-
tiempos con la correspondiente entropia de Bekenstein-Hawking para
determinar cudl de los estimadores representa mejor el comportamien-
to esperado para la entropia del campo gravitacional de los agujeros
negros.

En el marco de teorias alternativas de la gravitacion, calculamos
la distribucién espectral de energia de discos de acrecién entorno a
agujeros negros de f(R)-Schwarzschild y f(R)-Kerr. Ademds utilizamos
datos recientes de la binaria de gran masa Cygnus X-1 para limitar
los valores de los pardmetros de una clase de modelos con gravedad
descripta por una teoria f(R).

Analizamos, también, las propiedades radiativas de un sistema
binario de agujeros negros supermasivos, suponiendo que el agujero
negro primario lanza un jet relativista y que debido a los torques
ejercidos por el agujero negro secundario, una zona de vaciamiento
(gap) anular aparece en el disco de acreciéon. Calculamos el espectro
modificado de radiacién del disco teniendo en cuenta los efectos de
campo gravitacional fuerte en la regién mas interna del mismo. Por

Xix



XX

ACRONIMOS

otro lado, investigamos si la interacciéon de los electrones relativistas
con los fotones emitidos por el disco de acreciéon inducen algtn tipo
de caracteristica peculiar en la distribucién espectral de energia del jet
que permita identificar la presencia de un agujero negro secundario.

Proponemos que el apantallamiento de cargas por horizontes cos-
moldgicos, para modelos de universo en expansion acelerada, y por
horizontes de eventos, para modelos cosmolégicos de Friedmann (i.e.
sin expansion acelerada) determina, localmente, una direccién prefe-
rencial para el flujo de energia electromagnética. En el caso de modelos
cosmolégicos de Friedmann calculamos el crecimiento del horizonte
de eventos debido tanto a la expansién cosmolégica como a la acrecion
de fotones del fondo césmico de radiaciéon. Definimos un factor de
llenado como el cociente entre el drea total del horizonte de eventos y
el drea de una hipersuperficie radial co-mévil tipo espacio, y encon-
tramos que este factor es mayor a 1 para los modelos de Friedmann
plano, abierto y cerrado. Esto implica que para cualquier evento del
espacio-tiempo su pasado y futuro causal no son simétricos, dando
lugar a un flujo de Poynting neto en la direccién global futura; esto
ultimo estd a su vez relacionado con el hecho de que la entropia termo-
dindmica siempre crece. Por tltimo, exponemos una conexién entre
las cuatro flechas del tiempo distintas: cosmolégica, electromagnética,
gravitacional, y termodindmica.

En relacién a las implicaciones de los agujeros negros para teorfas
del espacio-tiempo, se confronta la tesis del presentismo con fisica
relativista, en el limite de régimen de campo gravitacional fuerte que
es donde tiene lugar la formacién de agujeros negros. Concluimos que
la posicion del presentista no es compatible con la existencia de los
agujeros negros y otros objetos compactos en el universo. Una revision
de dicha tesis es necesaria, si pretende ser consistente con la visién
cientifica actual del universo.

Investigamos la posible existencia de una situacién donde el colap-
so gravitacional sea revertido antes de la aparicion de un horizonte
de eventos, generdndose objetos astronémicos cuyas caracteristicas
sean indistinguibles de los agujeros negros estdticos sobre escalas
temporales mayores que el tiempo de Hubble. Para ello resolvemos
las ecuaciones de campo de Einstein para una nube en colapso gravi-
tacional. La ecuacién de estado se comporta como materia normal a
bajas densidades mientras que a altas densidades, hacia el nticleo del
objeto, tiene un comportamiento repulsivo. Obtenidos los coeficientes
de la métrica, mostramos la ausencia de superficies atrapadas.

La tesis ofrece una visién integral de la fisica de los agujeros negros
y soluciones a varios de los principales problemas que la misma
presenta. Desde la problematica de la naturaleza de la region central
de los agujeros hasta sus efectos cosmolégicos, en esta tesis reportamos
investigaciones sistemdticas de un programa de largo alcance que
seguira siendo investigado en los afios por venir.



ABSTRACT

In this thesis, we study several physical processes related to as-
trophysical black holes; in particular, black holes’s interiors, the nature
of the gravitational entropy, accretion process of matter onto black
holes in the strong gravitational regime, and supermassive black hole
binaries. We also analyze the role black holes play in the characteriza-
tion of the Second Law of Thermodynamics, and implications of black
holes for spacetime theories. Finally, we inquire into the very existence
of these objects and the possibility that dynamical systems in collapse
may mimick all the properties we attribute to statical black holes.

In relation to the structure of black holes’s interiors, we analize
the thermodynamical properties of a model of a regular spherical
symmetric static black hole. The equations for the thermodynamical
quantities valid for an arbitrary density profile are obtained. From
these equations, we show that the model is thermodynamically unsta-
ble. Furthermore, we present an analysis that reveals the dynamical
instability of the fluid.

We investigate the nature of the gravitational entropy through
an analysis of two classical estimators based on scalars constructed
from the Weyl tensor. We calculate the first estimator for Reissner-
Nordstrom, Kerr, Kerr-Newman black holes, a particular model of a
wormhole, and of the regular black hole previously studied. In the
case of the second estimator, we compute the gravitational energy
density, gravitational temperature, and gravitational entropy in Kerr
spacetime. In both cases, we compare the results obtained for the
different spacetimes with the corresponding Bekenstein-Hawking en-
tropy to determine which of the estimators best represent the expected
behavior for the gravitational entropy of black holes.

In the context of alternative theories of gravity, we compute the spec-
tral energy distribution for accretion disks around f(R)-Schwarzschild
and f(R)-Kerr black holes. We use recent data from the high mass
binary Cygnus X-1 to constrain the values of the space of parameters
of a class of models of f(R)-gravity.

We also analyzed the radiative properties of a supermassive black
hole binary system, in which the primary black hole lunches a relati-
vistic jet and due to the tidal torques exerted by the secondary black
hole, an annular gap appears in the accretion disk. We calculate the
modified radiative spectrum of the disk taking into account the effects
of the strong gravitational regime in the inner part of the disk. Besides,
we investigate if the interaction between the relativistic electrons with
the photons emitted by the accretion disk could produce a distinctive
signature in the spectral energy distribution of the jet that may allow
to identify the presence of a secondary black hole.

We propose that the screening of currents by cosmological horizons
for models of the universe in accelerated expansion, and by event
horizons, for Friedmann cosmological models (i.e. without accelerated
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expansion) determines, locally, a preferred direction for the flux of
electromagnetic energy. In the case of Friedmann cosmological mo-
dels, we compute the growth of the event horizon due to both the
cosmological expansion and the accretion of photons from the cosmic
microwave background. We define a filling factor as the rate between
the total area of the event horizon, and the the area of a radial como-
ving spacelike hypersurface, and we find that this factor is greater
than one for the flat, open, and closed Friedmann models. This implies
that for any event of spacetime its casual past and future are not
symmetric, which gives a net Poynting flux in the global future direc-
tion; the latter is in turn related to the fact that the thermodynamical
entropy always grows. Finally, we present a connection between the
four arrows of time: cosmological, electromagnetic, gravitational, and
thermodynamical arrows.

In relation to the implications of black holes for spacetime theories,
we confront the presentism thesis with relativistic physics, in the limit
of strong gravitational regime where the formation of black holes takes
place. We conclude that the position of the presentist is not compatible
with the existence of black holes and other compact objects in the
universe. A revision of such thesis is necessary if it pretends to be
consistent with the current scientific view of the universe.

Finally, we investigate the possible existence of a situation in which
gravitational collapse might be reverted before the appearance of an
event horizon, leading to the formation of astronomical objects whose
properties make them indistinguishable from static black holes in time
scales larger than the Hubble time. In order to study such a scenario
we solve the Einstein equations for a collapsing cloud. The equation
of state behaves as normal matter for low densities while at high
densities, towards the core of the object, the matter has a repulsive
behavior. Once the coefficients of the metric are obtained, we show
the absence of trapped surfaces.

The thesis provides a comprehensive vision of black holes physics
and solutions to several of the problems that it poses. From the nature
of the central region of black holes to the cosmological effects, in this
Thesis we report systematic investigations of a long term program
that will continue in the years to come.



INTRODUCCION

Los agujeros negros constituyen la manifestacién mds extrema de
la gravitacion en el universo. El descubrimiento de estos objetos fue
posible gracias a la teoria de la Relatividad General, la mejor teorfa
clasica sobre campos gravitacionales formulada hasta el momento. El
hallazgo de las ecuaciones de campo de la Relatividad General por
Albert Einstein, el 25 de noviembre de 1915, ha sido uno de los eventos
capitales en la historia de la ciencia y cambi6 significativamente la
concepcién hasta entonces aceptada del espacio, el tiempo, y el cosmos.

La primera solucién exacta de las ecuaciones de campo de Einstein
fue hallada por el fisico y astrénomo aleméan Karl Schwarzschild,
director del Observatorio Astrofisico de Postdam. Schwarzschild sirvié
voluntariamente en el frente ruso durante la Primera Guerra Mundjial®.
Fue desde alli, en enero de 1916, que Schwarzschild le comunicé a
Einstein la obtencién de una solucién exacta de las ecuaciones de
campo, solucién que describe la geometria del espacio-tiempo fuera
de una distribucién esféricamente simétrica de materia. El 9 de enero
de 1916, Einstein le responde a Schwarzschild:

“He leido su trabajo con gran entusiasmo. No esperaba
que se pudiese formular una solucién exacta del problema
de manera tan simple. Me gust6 mucho su tratamiento
matematico del tema. El préximo jueves, presentaré el
trabajo en la Academia”.

En efecto, el 16 de enero de 1916, Einstein ley6 el trabajo de Sch-
warzschild ante la Academia Prusiana [Schwarzschild, 1916b]. El 24
febrero de 1916, Einstein ley6 un segundo trabajo de Schwarzschild
[Schwarzschild, 1916a], en el cual se daba la solucién para la geometria
del espacio-tiempo interior a una distribucién esféricamente simétrica
de materia de densidad constante. Schwarzschild not6é que existia un
radio limite para el objeto, més alld del cual la presion central del
mismo se hacia infinita. Este limite hoy se conoce como “limite de
Schwarzschild”.

La métrica de Schwarzschild es singular en el centro de simetria
(r = 0); ademas, en las coordenadas de Schwarzschild, es discontinua
sobre una esfera de radio rs = 2GM/c?, donde G denota la constante
de gravitacion universal, M la masa del objeto central, y c la velocidad
de la luz en el vacio. La naturaleza de esta aparente singularidad,
conocida como “singularidad de Schwarzschild”, fue objeto de estudio
durante algunas décadas.

La primera tesis doctoral sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild
se debe Johannes Droste, bajo la direccién de H. A Lorentz. Droste

Schwarzschild cumplié funciones en el cuartel general de la unidad de artilleria
calculando la trayectoria de misiles de largo alcance. Su muerte, acaecida el 11 de
mayo de 1916, se debi6 a una rara enfermedad autoinmune llamada Pénfigos.
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derivé la solucién de Schwarzschild en varios sistemas de coordenadas
[Droste, 1916a,b]; sus resultados fueron de referencia hasta principios
de la década de 1950[Droste, 1916a,b]; Flamm 1916, Weyl 1917, 1961,
y Lanczos 1922 encontraron también otros sistemas de coordenadas
para describir la geometria de Schwarzschild; todos ellos, sin embargo,
interpretaban incorrectamente sus resultados; por ejemplo, el brillante
matemadtico H. Weyl afirmaba que la superficie de radio r = rs era
singular y que alli residian fotones y particulas masivas.

David Hilbert [Hilbert, 1917] fue el primero en formular una defini-
cién de regularidad para la métrica del espacio-tiempo. Su definiciéon
de regularidad requiere que exista un sistema de coordenadas en el
que los potenciales g, sean continuos, diferenciables, con determi-
nante no nulo. La transformacion de coordenadas, ademaés, debe ser
biyectiva e invertible. Luego para Hilbert, como también para otros
expertos de la época incluyendo al propio Einstein, la solucién de
Schwarzschild era singularenr =0y v = 1s.

Arthur S. Eddington, sin embargo, no coincidia con Einstein, Hil-
bert, y Weyl respecto a la “singularidad de Schwarzschild”. En el
libro The Mathematical Theory of Relativity [Eddington, 1923], Ed-
dington comenta que singularidades en la métrica no necesariamente
indican la presencia de particulas materiales, ya que dichas singulari-
dades pueden introducirse o removerse mediante transformaciones
de coordenadas?.

En sintesis, hasta principios de 1930, se consideraba que la llamada
“singularidad de Schwarzschild” consistia en una esfera impenetrable
de radio rs = 2GM/c?; una esfera “singular” donde particulas ma-
sivas y fotones se acumulaban en su superficie. La regién interior a
la esfera se pensaba que era inaccesible o bien que “no existia en la
naturaleza”.

En el afio 1932, Georges H. J. E. Lemaitre public6 el trabajo “L’uni-
vers en expansion” [Lemaitre, 1933], en el cual demostré que la “sin-
gularidad de Schwarzschild” era una singularidad aparente. Para ello
Lemaitre hallé6 un tnico sistema de coordenadas para representar
tanto la regién interior como exterior de la métrica de Schwarzschild,
siendo ésta solo singular en r = 0. El elemento de linea era regular en
g = 2GM/c?. En este mismo trabajo, Lemaitre encontré soluciones
dindmicas de las ecuaciones de Einstein con geometria esféricamente
simétrica para un fluido perfecto. En particular, fue el primero en
hallar la solucién general en el caso de un fluido tipo polvo, esto es,
sin presion. Curiosamente, esta solucion suele atribuirse a Tolman,
Bondi, o incluso Datt3. El articulo de Lemaitre de 1932 pasé casi des-
apercibido por la comunidad cientifica de la época. Fue a través de
Tolman [Tolman, 1934] que las soluciones de Lemaitre se hicieron

“A singularity of ds? does not necessarily indicate material particles, for we can
introduce or remove such singularities by making transformations of coordinates. It
is impossible to know whether to blame the world-structure or the inappropriateness
of the coordinate system” (Eddington 1923, p.165).

En su trabajo “Effect of inhomogeneity on cosmological models”, Tolman [Tolman,
1934] cita la solucién de polvo derivada por Lemaitre [Lemaitre, 1933]. Tolman conocfa
el trabajo de Lemaitre ya que habian estado trabajando juntos entre 1932 y 1933,
durante un viaje de Lemaitre a Estados Unidos.
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conocidas. Estos trabajos fueron de una influencia decisiva para el
estudio sobre colapso gravitacional desarrollado por Oppenheimer &
Snyder 1939.

La solucién completa de la geometria del espacio-tiempo de Sch-
warzschild se debe a Synge 1950, Finkelstein 1958, Kruskal 1960,
Fronsdal 1959, Szekeres 1960, y Novikov 1963, 1964. La caracterizacién
final de este espacio-tiempo fue posible debido al empleo de técnicas
globales para el estudio de la estructura causal, que comenzaron a
desarrollarse a partir de la segunda mitad del siglo XX. Atn cuando
se tuvo una comprensién cabal de las propiedades de la solucién
de Schwarzschild, se pensaba que esta solucién no representaba a
un objeto real. Resultaba inconcebible que existiese en la naturaleza
un objeto tan compacto que su tamarfio estuviese por debajo de su
correspondiente radio de Schwarzschild.

Chandrasekhar fue uno de los pioneros en el estudio de sistemas
gravitacionales muy compactos. En 1939, Chandrasekhar conjeturd
que estrellas masivas podrian desarrollar un nicleo degenerado. Si el
nucleo es lo suficientemente denso, los protones y electrones se combi-
narian para formar neutrones; las masas de las estrellas de neutrones
deberian ser cercanas a 1,4 masas solares (limite de Chandrasekhar), la
masa maxima para enanas blancas [Chandrasekhar, 1931, 1939]. Algu-
nos afos antes, Baade & Zwicky 1934 ya habian sugerido la existencia
de estrellas de neutrones. Ademds, en ese mismo trabajo, desarrollaron
una teoria para las explosiones de supernovas y propusieron que estas
explosiones eran el origen de los rayos c6smicos.

En la década de 1930, no se consideraba seriamente que pudiesen
existir estrellas de neutrones. Oppenheimer & Volkoff 1939 concluye-
ron que si el niicleo de una estrella de neutrones era lo suficientemente
masivo, entonces “o la ecuacién de estado de Fermi deja de ser vélida
a altas densidades, o la estrella continuarad contrayéndose indefinida-
mente sin alcanzar nunca el equilibrio”. En un trabajo subsiguiente,
Oppenheimer & Snyder 1939 optaron por una de estas posibilidades:
mostraron, por primera vez, que el estadio tiltimo de evolucién de una
estrella cuya masa supera el limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(aproximadamente 3 masas solares) es el de completo colapso gravi-
tacional*. Lo que hoy entendemos por agujero negro, fue entonces
concebido. Durante los afios siguientes, las llamadas estrellas ‘congela-
das’ o ‘colapsadas’ se consideraron objetos extremadamente exoticos>.
Finalizada la Segunda Guerra Mundial, esta situaciéon fue cambiando
debido en gran parte a los espectaculares avances en el campo de la
astronomia observacional.

“When all thermonuclear sources of energy are exhausted a sufficiently heavy star
will collapse. Unless fission due to rotation, the radiation of mass, or the blowing
off of mass by radiation, reduce the star’s mass to the order of that of the sun,
this contraction will continue indefinitely. The total time of collapse for an observer
comoving with the stellar matter is finite, and for this idealized case and typical stellar
masses, of the order of the day; an external observer sees the star asymptotically
shrinking to its gravitational radius” [Oppenheimer & Snyder, 1939].

El término “agujero negro” fue acufiado por John Archibal Wheeler durante una
conferencia en el otofio de 1967 en el Goddard Institute of Space Studies en New
York [Wheeler, 1968].
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El estudio de fuentes discretas en radio comenzé con el descubri-
miento accidental de una fuente pequefia y fluctuante en Cygnus por
Hey et al. 1946 mientras realizaban un mapa de la Via Lactea a 60
MHz. La naturaleza discreta de la fuente Cygnus fue confirmada por
Bolton & Stanley 1948. En ese mismo afio Bolton [Bolton, 1948] publicé
un catdlogo de seis fuentes discretas en radio introduciendo la nomen-
clatura Cyg A, Cas A, etc. En 1949 Bolton, Stanley, y Slee [Bolton et al.,
1949] asociaron por primera vez radio fuentes con objetos conocidos en
el rango optico. Taurus A, Centaurus A, y Virgo A fueron identificados
con la Nebulosa del Cangrejo, NGC 5128, y M8y, respectivamente;
Bolton y colaboradores no reconocieron la naturaleza extragaléctica
de NGC 5128 y M87, perdiendo la oportunidad de descubrir entonces
las primeras radio galaxias.

La radioastronomia extragaldctica comienza con el descubrimiento
del primer cudsar (en inglés se denomina Quasar, siglas de Quasi-stellar
radio source, que significa fuente de radio cuasi-estelar), la radio fuente
3C 273. Hazard et al. 1963 obtuvieron la posicion precisa y la estructura
en radio de la fuente; ésta podia resolverse en dos componentes A y
B, un jet muy tenue y una estrella brillante, respectivamente. Hazard
y colaboradores proporcionaron a Schmidt las coordenadas exactas de
3C 273. El corrimiento al rojo obtenido por Schmidt [Schmidt, 1963]
era de 0.158 con una correspondiente luminosidad en el 6ptico cientos
de veces mayor que la de galaxias tipicas previamente identificadas
con radio fuentes; el corrimiento al rojo del objeto evidenciaba su
origen extragaldctico.

Los cuasares se presentaban como objetos astronémicos extrema-
damente exéticos; las luminosidades en 6ptico y radio superaban en
varios 6rdenes de magnitud las luminosidades usualmente observadas
en las galaxias elipticas més brillantes y radio galaxias. Por otro lado,
la variabilidad en escalas temporales cortas implicaba que la regiéon
de emisién era compacta. Los agujeros negros, olvidados durante
décadas, se presentaban ahora como los candidatos naturales para
explicar los fendmenos energéticos més extremos jamas observados. ©

Salpeter [Salpeter, 1964] y Zeldovich [Zel’dovich, 1964], en forma
independiente, propusieron que la acrecién de material interestelar por
agujeros negros seria la fuente de potencia de los cuasares. Lynden-Bell
1969 fue quien mostré que el espectro de los cuasares podria ser
explicado por la radiacién producida por un disco de acrecién entorno
a un objeto compacto. Paralelamente, avances observacionales en el
rango de las altas energias permitieron la deteccién de la primera
binaria en rayos X, Sco X-1 [Giacconi et al.,, 1962; Sandage et al,,
1966]. Guseinov & Zel’dovich 1966 propusieron un mecanismo para la
generacion de rayos X en sistemas binarios por acrecién de material de
una estrella a otra en forma de shocks con temperaturas de millones de
grados; en particular, Shklovsky 1967 elaboré una teorfa detallada para
explicar la radiacion de Sco X-1, mediante la acrecion de gas producida
por una estrella de neutrones sobre su compafiera. Poco después, un

Para mas detalles sobre el desarrollo de la teoria de la Relatividad General durante
el siglo XX, se sugiere el excelente libro The Curious History of Relativity de Jean
Eisenstaedt [Eisenstaedt, 2006].
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grupo de astrénomos de Cambridge liderado por Anthony Hewish?
detectaron objetos astronémicos que emitian pulsos periddicos en
radio [Hewish et al., 1968]. La identificacion de los ptlsares con las
estrellas de neutrones fue propuesta por primera vez por Pacini 1967
y Gold 1968.

A principios de la década de 1970, se descubri6 el primer candidato
a agujero negro de masa estelar en la galaxia, que forma parte del
sistema binario Cygnus X-1 [Webster & Murdin, 1972; Bolton, 1972].
El modelo que permitia explicar la emisién en rayos X observada
consistia en un disco de material muy caliente formado por la acrecién
de gas de la estrella compafiera tipo O sobre el agujero negro [Shakura
& Sunyaev, 1973; Thorne & Price, 1975; Bisnovatyi-Kogan & Blinnikov,
19771

El descubrimiento de las fuentes de rayos X galdcticas, junto con
los cuasares entre otras, motivaron el desarrollo de la teoria de discos
de acrecién. Uno de los aspectos fundamentales de la teoria era el
de develar el mecanismo por el cual el momento angular era trans-
portado hacia afuera mientras la materia se movia en espiral hacia
adentro. En un trabajo sumamente influyente, Shakura & Sunyaev
1973 modelaron los discos de acrecién en términos de un parametro
adimensional « que caracterizaba al esfuerzo que llevaba al transporte
del momento angular y la liberaciéon de energia. Novikov & Thorne
1973 generalizaron el modelo de Shakura y Sunyaev para el caso de
régimen de campo gravitacional fuerte. En la actualidad, el llamado
“modelo-o” sigue siendo el més utilizado.

En diciembre de 1963, se realiz6 el primer Texas Symposium en
Astrofisica Relativista en Dallas. Esta conferencia fue motivada por
el entonces reciente descubrimiento del primer cuasar. Fue en esta
reunién donde el matematico neozelandés Roy P. Kerr anuncié el
descubrimiento de la solucién exacta de las ecuaciones de campo de
Einstein para un objeto rotante de masa M y momento angular por
unidad de masa a [Kerr, 1963b,a]. Los importantes resultados de Kerr
pasaron préacticamente desapercibidos para la audiencia. Poco tiempo
después, sin embargo, el desarrollo de técnicas geométricas globales
para el estudio de espacio-tiempos develaria importantes propiedades
de la solucién de Kerr y de los agujeros negros en general [Penrose,
1965b].

El matemdtico Roger Penrose [Penrose, 1965a] demostré que el co-
lapso gravitacional en la teoria de la Relatividad General implica una
incompletitud esencial del espacio-tiempo. En particular, prob6 que la
singularidad en el origen de coordenadas de la solucién de Schwarzs-
child es irremovible. El teorema de singularidades méas importante se
debe a Hawking & Penrose 1970.

Los teoremas de singularidades son meramente geométricos; no se
invoca ninguna ley fisica. Si estos teoremas han de ser aplicados al
mundo fisico, las hipétesis de los mismos deben estar apoyadas por

7 Este descubrimiento le valié a Hewish el premio Nobel de Fisica en 1974.
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evidencia empirica®. Los teoremas de singularidades de la teoria de
la Relatividad General no prueban la existencia de singularidades en
el espacio-tiempo, sino de modelos de espacio-tiempos singulares; en
otras palabras, éstos implican que bajo ciertas hipétesis las soluciones
de las ecuaciones de la teoria de la Relatividad General resultan
inevitablemente defectuosas [Romero, 2013a].

Otro teorema notable sobre propiedades de agujeros negros se debe
a Israel 1967: la tnica solucién de vacio para un agujero negro estatico
en un espacio asintéticamente plano es la métrica de Schwarzschild
con masa positiva. En 1968, Israel generaliz6 este resultado para el
caso de soluciones de agujeros negros estdticas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell y demostré que dicha solucion coincide con la
métrica de Reissner-Nordstrom [Israel, 1968].

Los resultados de Israel fueron posteriormente generalizados para el
caso de agujeros negros estacionarios. En particular, Carter 1971mostré
que los agujeros negros con geometria axialmente simétrica dependian
de s6lo dos pardmetros, la masa y el momento angular. Asimismo pro-
b6 que la métrica de Kerr es la tinica que incluye el caso de un agujero
negro con momento angular nulo. Luego, Hawking 1972 demostré
que todos los agujeros negros estacionarios deben ser estéticos o axial-
mente simétricos y que la topologia del horizonte de eventos tiene que
ser esférica, siendo ésta tltima una de las hipétesis utilizadas en los
trabajos de Israel y Carter. Finalmente, Robinson 1975 dio una prueba
definitiva de los resultados de Carter: la familia de soluciones de Kerr,
donde se cumple que el valor absoluto del momento angular es menor
que la masa gravitacional, es la tinica familia pseudoestacionaria de
soluciones de agujeros negros de las ecuaciones de Einstein en el vacio
si el horizonte de eventos se supone no degenerado.

Luego de la formulacién de los teoremas de unicidad de agujeros
negros, la mayor parte del trabajo en el tema ha estado focalizado
en remover algunas de las hipétesis “técnicas” utilizadas en demos-
traciones anteriores de los teoremas. Una de las hip6tesis que hasta
el momento no ha podido ser verificada es la llamada “conjetura de
censura césmica”, introducida por Penrose 1969. La conjetura de cen-
sura cosmica establece que las singularidades estdn siempre ocultas
por horizontes de eventos. Aunque no se ha podido encontrar ningtn
ejemplo convincente de que una singularidad desnuda puede formar-
se a partir de condiciones iniciales genéricas bien comportadas, y a
pesar de que la conjetura se considere usualmente vélida, ésta no ha
sido demostrada en el marco de la teoria de la Relatividad General.

El desarrollo de la termodindmica de agujeros negros comenzd me-
diante analogias con la segunda ley de la termodindmica. Penrose &
Floyd 1971 notaron que el drea de la superficie de un agujero negro de
Kerr se incrementaba durante el “proceso de Penrose”, y sugirieron
que esta podria ser una propiedad general de las interacciones de
agujeros negros. En forma independiente, Christodoulou 1970 realiz6
un estudio detallado de la eficiencia de ciertos procesos cuasiestaticos

Los teoremas de singularidades no parecen aplicarse al universo como un todo dado
que existe fuerte evidencia de que las condiciones de energia se violan a grandes
escalas [Riess et al., 1998; Perlmutter et al., 1999].
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en el que los pardmetros de un agujero negro cambian gradualmente
mediante la inyeccién de una sucesién de particulas de prueba. Chris-
todoulou encontré que una cantidad denominada “masa irreducible”,
que depende de la masa y momento angular del agujero negro, nunca
puede decrecer durante el mencionado proceso.

En el Texas Symposium llevado a cabo en Austin en diciembre de
1970, Hawking [Hawking, 1971] mostré que el resultado de Christo-
doulou era un caso especial del ahora denominado “teorema de las
areas de Hawking”: el drea del horizonte de eventos de un agujero
negro, en cualquier proceso cldsico, nunca decrece. Bekenstein, quien
era también un estudiante graduado en Princeton como Christodoulou
y estaba familiarizado con el trabajo de tesis de éste altimo, propuso
que que el drea del horizonte de eventos no era simplemente andlogo
a la entropia, sino que era proporcional a la entropia del agujero negro
[Bekenstein, 1972, 1973]; la constante de proporcionalidad resultaba el
cuadrado de la longitud de Planck, a menos de un factor numérico.
Bekenstein 1974 también formulé una generalizaciéon de la segunda
ley de la termodindmica: en cualquier proceso fisico, la suma de la
entropia del agujero negro més la entropia ordinaria asociada a la
materia nunca decrece?.

Las cuatro leyes de la mecénica de agujeros negros fueron desa-
rrolladas por Bardeen, Carter, y Hawking durante la Les Houches
Summer School en agujeros negros en agosto de 1972 [Bardeen et al.,
1973]. Las leyes para agujeros negros fueron desarrolladas en analogia
con las cuatro leyes de la termodindmica, donde el drea del horizonte
de eventos tiene el rol de la entropia y la gravedad superficial el rol
de la temperatura.

Cléasicamente, la analogia entre las leyes de la mecanica para aguje-
ros negros y las termodindmicas era meramente formal. Por ejemplo,
dado que un agujero negro no puede radiar, su temperatura efectiva
real tiene que ser siempre cero. Esto implica que la gravedad superfi-
cial no puede representar realmente la temperatura del agujero negro.
Si se tienen en cuenta los efectos cudnticos, sin embargo, la situacion
cambia notablemente.

El extraordinario fisico soviético Yakov B. Zel'dovich, tuvo un papel
determinante en el desarrollo de la teoria de evaporacién de aguje-
ros negros. En 1973, en Mosct, tuvo lugar el primer encuentro entre
Hawking y Zel’dovich™. Este tltimo junto con Alexander Starobinsky
mostraron a Hawking que el principio de indeterminacién de la me-
canica cudntica implicaba que los agujeros negros deberian crear y
emitir particulas [Zel’dovich, 1971; Zel’dovich & Starobinskij, 1971].

El descubrimiento de Hawking [Hawking, 1974, 1975] que, a nivel
cudantico, los agujeros negros pueden radiar y que esta radiacion es
térmica impuls6 el estudio de efectos cudnticos especificos en agujeros
negros; verbigracia, los efectos de la polarizacién en el vacio en la

La generalizacién de la segunda ley en esta formulacién fue sugerida por primera
vez por Bekenstein antes del descubrimiento de la radiacién de Hawking.

Segtin una historia probablemente apoécrifa, cuando Hawking y Zel’dovich fueron
presentados, Hawking parece haberle dicho: “;Ud es Zel’dovich? Pensé que era una
corporaciéon” (“You are Zel’dovich? I thought you were a corporation”) [Israel, 1987].
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vecindad de un agujero negro. Por otro lado, si los agujeros negros
pueden describirse completamente en términos del campo gravitacio-
nal, parece razonable que el campo gravitacional tenga asociada una
entropia. Penrose sugirié que este problema esta a su vez asociado
con las condiciones de baja entropia del universo primordial [Penrose,
1979].

El estudio de las propiedades fisicas de los agujeros negros ha reve-
lado algunos aspectos del comportamiento del campo gravitacional
a pequena escala, donde los efectos cudnticos son relevantes. En au-
sencia de una teorfa cuantica de la gravitacién, los agujeros negros se
presentan como laboratorios naturales para evaluar y llevar al limite
las teorias fisicas actuales.

O-0-¢

En esta tesis se estudian diversos fenémenos asociados con agujeros
negros astrofisicos que permiten comprender mejor algunos de los
problemas antes mencionados. En particular, la estructura interna de
los agujeros negros, la naturaleza de la entropia gravitacional, el pro-
ceso de acrecion de materia por agujeros negros en régimen de campo
fuerte. Se analiza también el rol de los agujeros negros en la caracteri-
zacion de la segunda ley de la termodindmica e implicaciones de los
agujeros negros para teorfas sobre la naturaleza del espacio-tiempo.
Finalmente se indaga sobre la existencia misma de estos objetos y
la posibilidad de que sistemas dindmicos en colapso puedan simu-
lar todas las propiedades que solemos atribuir a los agujeros negros
estaticos.

El objeto tltimo de esta tesis es aportar una vision nueva, mediada
por la astrofisica, de algunos de los problemas de la fisica fundamental.



AGUJEROS NEGROS

2.1 TEORIAS DE LA GRAVITACION
2.1.1 Teoria de la Relatividad General

La teoria de la Relatividad General es una teoria acerca del campo
gravitacional y los sistemas fisicos que interaccionan con éste. Con-
trariamente a las definiciones que suelen encontrarse en la literatura,
la Relatividad General no es una teoria acerca del espacio-tiempo
[Romero, 2013b]. El concepto de espacio-tiempo, introducido por Min-
kowski [Minkowski, 1908, 1909], estd presupuesto por todas las teorias
clasicas de campos. El espacio-tiempo se define como:

El sistema emergente de la suma ontolégica de todos los eventos.

Una cosa es un individuo dotado de propiedades fisicas. Un evento
es un cambio de estado en las propiedades de una cosa. Una suma
ontolégica es un agregado de cosas o propiedades fisicas. El espacio-
tiempo, entonces, no es ni un concepto ni una abstraccién, sino una
entidad emergente. Como toda entidad puede ser representado por
un concepto. La representacion usual para el espacio-tiempo viene
dada por una variedad real cuadri-dimensional E equipada con un
tensor métrico g,p:

ST= (E/ 9ab> :

Para poder determinar la estructura geométrica del espacio-tiempo,
y luego para especificar los efectos de la gravedad, es necesario de-
terminar la ley que fija la métrica una vez que la fuente del campo
gravitacional estd dada. La fuente del campo gravitacional son los
campos materiales que se representan por el tensor de energia-momento
Tap. Este campo tensorial representa las propiedades fisicas de los sis-
temas materiales; en otras palabras, la curvatura de cualquier evento
estd relacionada con el contenido de energia-momento en ese evento.

Las ecuaciones de campo de la Relatividad General, que representan
una ley fisica bésica, fueron descubiertas por Albert Einstein [Finstein,
1915] hace ya 100 afios, en noviembre de 1915. Las ecuaciones de
campo de Einstein tienen la siguiente forma:

1 3nG

Rab - ERgab = CTTab/ (2-1)

donde R}, representa el tensor de Ricci, formado a partir de derivadas
segundas de la métrica y R = g?°R,, denota el escalar de Ricci. Las
constantes G y ¢ denotan la constante de gravitacion universal y la
velocidad de la luz, respectivamente. Las ecuaciones de Einstein son
un sistema de 10 ecuaciones diferenciales no lineales de segundo
orden para los coeficientes del tensor métrico g,p,.
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A diferencia de la electrodindmica clésica, la conservacién de la
masa-energia y momento puede derivarse de las ecuaciones de campo
de Einstein:

Ty =0, (2.2)

’

que también puede escribirse como:
VaT®® =0T + T4 TP +T0 T =0, (2.3)

donde la conexién afin, I'? ., viene dada por:

1
I—‘bca = Egbd(acgadJFaagcd*adgca)- (2-4)

La conexién afin no es un tensor pero puede utilizarse para cons-
truir un tensor que estd directamente asociado con la curvatura del
espacio-tiempo, el tensor de Riemann:

R%cda =T%a,c—T%c,d+T%c T ba —Tde Moe- (2.5)

Si el espacio-tiempo es plano, R%,.q4 = 0 ya que las derivadas de la
meétrica son cero. En cambio si K = R%, 4R, > 0, la métrica tiene
curvatura positiva.

De acuerdo al principio de equivalencia [Einstein, 1907], el campo
gravitacional puede ser suprimido localmente en cualquier sistema
en caida libre. Matematicamente esto equivale a que la conexion afin
puede anularse localmente mediante una transformacién de coorde-
nadas; esto es, el espacio tangente a la variedad que representa el
espacio-tiempo es minkowskiano.

Si se considera el limite de campo débil de las Ecs. 2.1, es posible
determinar el objeto matemaético de la teoria que representa al campo
gravitacional. Se encuentra que la métrica representa al campo gravi-
tacional, y la conexién afin la fuerza del mismo. El tensor de Riemann,
construido a partir de las derivadas de la conexién afin representa,
pues, la tasa de cambio, tanto en espacio como en tiempo, de la fuerza
del campo gravitacional.

Las ecuaciones de campo de la Relatividad General pueden obtener-
se mediante un principio variacional tal como lo hizo David Hilbert a
finales de 1915. Para ello es necesario definir una densidad Lagran-
giana gravitacional; ésta debe ser un escalar bajo transformaciones
generales de coordenadas y ademds tiene que depender de las com-
ponentes del tensor métrico g,.v. El escalar mas simple que puede
construirse a partir de la métrica y sus derivadas es el escalar de Ricci
R. Luego, la accién mds simple, denominada accién de Einstein-Hilbert,
tiene la forma:

Sgp = J Rv/—g d*x, (2.6)
R

donde la densidad Lagrangiana es

L =Ry—g. (2.7)
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Introduciendo una variacion en la métrica

guv — guv + 69uv/ (2.8)

y luego de alguna manipulacién algebraica, se obtiene:

1
8SgH = Lz <RPW — 2Rgm,> dguv V—4g d*x. (2.9)

Si se exige que 8Sgy = 0 y considerando que g,y es arbitrario, se
obtienen las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio.

2.1.2 Teorias alternativas de la Gravitacion: teorias f(R)

En principio, no existe razéon fundamental alguna para restringir la
densidad Lagrangiana gravitacional (Ec. 2.7) a una funcién lineal del
escalar de Ricci R (ver por ejemplo Magnano et al. 1987). Teorias mds
generales de la gravitaciéon pueden formularse utilizando funciones
no lineales de este escalar. Este es el caso de las llamadas teorias f(R)
[Capozziello & Faraoni, 2011]. En estas teorias, el Lagrangiano de la
accion de Einstein-Hilbert, dado por la Ec. 2.6, se generaliza como:

c3

= 16nG

J(R—l—f(R))ﬁd“X, (2.10)

donde g es el determinante del tensor métrico, y f(R) es una funciéon
arbitraria del escalar de Ricci. En el formalismo métrico las ecuaciones
de campo se obtienen variando la Ec. 2.10 con respecto a la métrica:

1 l6mG
Ruv“ +f/(R))_Eguv(R'i‘f(R))(vuvv_guvD)f,(R)+C74 Tuv - O/

(2.11)

donde R, es el tensor de Ricci, O = VgVB, f’(R) = df(R)/dR, y el
tensor de energfa-momento esta definido como:

L =2 8(V=gbm)
U VEg o sgwy

Aqui, L1, denota el Lagrangiano de la materia.

Las Ecs. 2.11 son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
de cuarto orden para el tensor métrico g,,~. Una diferencia importante
entre éstas y las ecuaciones de Einstein es que en las teorias f(R), el
escalar de Ricci R y la traza T del tensor de energia-momento estdn
relacionados en forma diferencial, como puede verse tomando la traza
de la Ec. 2.11:

(2.12)

167G
o4

R(1+f'(R)) —2(R+ f(R)) — 30f'(R) + T=0. (2.13)
Luego, dependiendo de la forma de la funcién f, pueden existir so-
luciones en que la traza del tensor de energia-momento es cero y el
escalar de Ricci es no nulo. Como se mostrara en la Seccién 2.4, este
es el caso para ciertas soluciones de agujeros negros en ausencia de
fuentes de materia.

11
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Si el escalar de Ricci es constante (R = Rp) y no hay fuentes de
materia, las Ecs. 2.11 pueden escribirse como:

Ru\/ = /\gpun
donde
_ f(Ro)

A= m; (2.14)

y por la Ec. 2.13
2f(Ro)
Ry — -0 )
0 f(Ro) — 1 (2.15)

En este caso, pues, cualquier teoria f(R) es formalmente pero no fisica-
mente equivalente a la Relatividad General con constante cosmolégica
dada por la Ec. 2.14.

2.2 DEFINICION GENERAL DE AGUJERO NEGRO

Antes de presentar las soluciones de agujeros negros tanto en Rela-
tividad General como en teorias f(R), es conveniente introducir una
definicién de agujero negro que sea independiente de las coordenadas
utilizadas para describir a estos objetos. Para ello son necesarios algu-
nos conceptos preliminares (e.g. [Hawking & Ellis, 1973; Wald, 1984]).

Definicién. Una curva causal en un espacio-tiempo (E, gqv) es una
curva que no es tipo espacio, esto es, o es tipo tiempo o es tipo luz.

Un espacio-tiempo (E, gqv) es orientable temporalmente si se puede
definir sobre E un campo vectorial suave no nulo tipo tiempo.

Definicion. Si (E, gqp) es un espacio-tiempo orientable temporalmente,
luego Vp € E, el futuro causal de p, denotado J* (p), se define como:

J"(p) ={q € E| 3 una curva causal dirigida hacia el futuro de p a q}.
(2.16)

En forma similar,

Definicion. Si (E, gqv) es un espacio-tiempo orientable temporalmente,
luego ¥p € E, el pasado causal de p, denotado |~ (p), se define como:
J” (p) ={q € E | 3 una curva causal dirigida hacia el pasado de p a q}.
(2.17)

El futuro causal y pasado causal de cualquier conjunto S C E estan
dados por:

IMOERGRM (2.18)

peS
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Y

J7(8)=J T . (2.19)

peS

Un conjunto S se dice acronal si no existen dos puntos de S que estén
relacionados mediante una curva tipo tiempo. Una superficie de Cauchy
es una superficie acronal tal que toda curva que no es tipo espacio
en E cruza una vez, y sélo una vez S. Un espacio-tiempo (E, gqp)
es globalmente hiperbdlico si y s6lo si admite una hipersuperficie tipo
espacio S C M que es una superficie de Cauchy para E.

Si se considera un espacio-tiempo donde todas las geodésicas nulas
que comienzan en una regioén J— finalizan en J*, dicho espacio-tiempo,
(E, gab) se dice que contiene un agujero negro si E no estd contenido
en ] (J7). En otras palabras, existe una region desde donde ninguna
geodésica nula puede alcanzar el espacio-tiempo futuro asintética-
mente plano, o en forma equivalente, existe una regién de E que esta
desconectada causalmente del futuro global. La region del agujero
negro, BH, de dicho espacio-tiempo es BH = [E — ] (J")], y el limite
de BHen E, H=]"(J")NE, es el horizonte de eventos .

Un agujero negro es una region del espacio-tiempo desconectada
causalmente del resto del universo: ningtin evento en esta region tiene
influencia alguna sobre eventos fuera de la regién. El horizonte de
eventos es, precisamente, el limite que separa los eventos interiores al
agujero negro de los eventos en el futuro global del espacio-tiempo
externo al agujero negro. Los eventos en el agujero negro, no obstante,
estdn determinados causalmente por eventos pasados. Un agujero
negro no representa un quiebre de la causalidad.

2.3 SOLUCIONES DE AGUJEROS NEGROS EN RELATIVIDAD GENE-
RAL

2.3.1 Agujeros negros de Schwarzschild

La solucién de las ecuaciones de Einstein que describe la geometria
del espacio-tiempo fuera de una distribucién esféricamente simétrica
de materia M en coordenadas esféricas (t, r, 0, ¢) tiene la forma
[Schwarzschild, 1916b]:

2GM 26M\
d32:_<1— fcz )czdt2+<1— TGCZ ) dr? +12(d6” +sin” 0dd?).

(2.20)

De la expresién anterior se observa que la métrica divergeenr =0y
también en

2GM
c2

TS = . (2.21)

El radio denotado rs se denomina radio de Schwarzschild del objeto de
masa M. Para objetos no muy densos, 15 estd por dentro del radio

13
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externo del sistema fisico, y la solucién 2.20 es sélo vélida en la

region exterior al mismo. Por ejemplo, en el caso del Sol rs ~ 3 km

(1 Rg = 6,955 x 10° km). En cambio, para un objeto puntual, el radio

de Schwarzschild estd en la regiéon de vacio y la geometria de todo el

espacio-tiempo queda completamente descripta por la métrica 2.20.
El tiempo propio, de acuerdo a 2.20 se calcula como:

26M\ /2
dt = <1 2 > dt, (2.22)
o
26MY\ /2
dt = (1 -, ) dt. (2.23)

Cuando r — co ambos tiempos coinciden; luego t se interpreta como
el tiempo propio medido desde una distancia infinita. Si un sistema
con tiempo propio T se acerca a 1g, dt tiende a infinito de acuerdo
a 2.23. Para un observador infinitamente distante, el sistema nunca
alcanza la superficie de Schwarzschild. En otras palabras, debido a
la diferencia introducida por la gravedad entre el tiempo local y el
tiempo en el infinito, la radiacién emitida desde un dado r > rg estarad
corrida al rojo cuando sea recibida por un observador distante. El
corrimiento al rojo se define como:

Aoo — A
A 7
y de 2.22 se obtiene:

26M\ /2
T14+z= (1 2 > . (2.25)

(2.24)

Cuando r — g el corrimiento al rojo diverge. Esto significa que
un fotén necesita infinita energia para escapar de la region interior
determinada por 1s. Los eventos, pues, que ocurren para r < Ts estdn
desconectados del resto del universo. La superficie de radio r = rg es
el horizonte de eventos. El agujero negro es la regién del espacio-tiempo
interior al horizonte de eventos.

La divergencia de la métrica 2.20 en v = 15 se debe a que las
coordenadas utilizadas para describir dicha regién son inadecuadas.
El escalar de Kretschmann, construido a partir de la contraccién del
tensor de Riemann consigo mismo, estd perfectamente definido sobre
el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild:

48G*M?

bed
X =Re°¢ Rabcd = 1.6
c'r

(2.26)

El escalar de Kretschmann, sin embargo, no esta definido para r =0,
siendo este punto una singularidad intrinseca de la geometria de
Schwarzschild. Este tipo de singularidad se llama una singularidad
escalar tipo espacio, ya que el escalar de curvatura diverge, y no hay
geodésicas tipo tiempo que puedan evitar la region de divergencia.
El espacio-tiempo de Schwarzschild puede representarse en di-
ferentes sistemas de coordenadas. Una representaciéon usual de la
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geometria de Schwarzschild se debe a Gullstrand [Gullstrand, 1922] y
Painlevé [Painleve, 1922]. El elemento de linea en las coordenadas de
Gullstrand-Painlevé (t,7,0,d) es:

2GM

2GM 8 s
d32_<1— — >c2dt2+dr2+z = dt dr+12(d6? +sin? 0dd?),

(2.27)

donde la coordenada temporal t esta relacionada con las coordenadas
de Schwarzschild mediante la transformacion:

. d
dt =dt+ ﬁ (2.28)

2Mr

Una propiedad notable de las coordenadas de Gullstrand-Painlevé
es que las hipersuperficies t constante son planas; esto es, la geometria
de cada una de la hipersuperficies es euclideana. Por otro lado, de la
expresion 2.27 se observa que la métrica es regular sobre el horizonte
de eventos.

2.3.1.1 Trayectorias de particulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild

Las ecuaciones de las geodésicas en el espacio-tiempo de Schwarzs-
child pueden obtenerse considerando el Lagrangiano L = gopx*xP
que esta dado por':

ITAN 2u) ! . :
L=—c? <1 - ru> 24 (1 - f) % +12 (6% +sin0?$p?), (2.29)

donde x* = dx*/do, siendo o un pardmetro afin a lo largo de la
geodésica x*(0), y 1 = GM/c?.
Si se reemplaza la expresion 2.29 en las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d oL oL
a0 (axoc) T (230)

las ecuaciones de las geodésicas (para o« =0, 1,2, 3) son:

2\ .
(1—“>t - K
T

2u ! uc? . 2u -2 v . .
(1 —) R (1 —) Si2—7(62+sin0%$?) = 0,
T T T T

. 2. .
9+;f9—sin9cosed)2 = 0,
r?sin02$p? = h,

donde k y h son constantes. Dado que la métrica de Schwarzschild
es esféricamente simétrica, se pueden estudiar sin pérdida de gene-

Para el analisis de las trayectorias de particulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild
se sigue el tratamiento dado por Hobson et al. 2006.
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ralidad, las trayectorias de las particulas sobre el plano ecuatorial
(6 = 7/2). El conjunto de ecuaciones anterior entonces resulta:

<1 — 2u>t = k, (2.31)

2u - .. HCZ-Z 2u 2 H.2 i2
<1 — T) T+ TTt — ] — —-T —T(I) - O/ (2‘32)
2 = h.(2.33)

Estas ecuaciones son validas tanto para geodésicas correspondientes a
fotones como para particulas masivas. A continuacién se procederd a
estudiar las trayectorias circulares de éstas tltimas.

La trayectoria de una particula masiva es una geodésica tipo tiempo;
resulta, pues, conveniente elegir para el pardmetro afin o el tiempo
propio T asociado a la particula. La Ecuacién 2.32 puede reemplazarse

por:
gopXiP = c?, (2.34)

que en funcién de los coeficientes de la métrica toma la forma:

2 2p 2u 71.2 22 2
C 1—T - — 1_7 T—T(b =c7, (235)

Si se sustituye las Ecs. 2.31, y 2.33 en 2.35, se obtiene la ecuacién de la
energia para la coordenada radial r:

i‘z—l—hz(]—zu)—uczcz(k—ﬂ. (2.36)

La constante k se define como k = E/mgc?, donde E representa la
energia total de la particula en su 6rbita, y mo su masa; la constante h
denota el momento angular de la particula. De esta tltima ecuacién
se identifica el potencial efectivo por unidad de masa como:

T

Vef(‘r) = T + ﬁ - T‘T’ (237)

que posee un término adicional proporcional a 1/13 comparado al
caso Newtoniano.

En la Figura 1 se muestra el grafico del potencial efectivo (Ec. 2.37) en
funcion de la coordenada radial r para distintos valores de h = h/cp.
Los puntos indican la localizaciéon de las érbitas circulares estables.
El valor de la coordenada radial r correspondiente a los extremos del
potencial efectivo se obtienen resolviendo la ecuacién dVe¢(r)/dr = 0:

h
— 2 2c2
r—ﬁ(hi h —12uc>. (2.38)
De la expresion anterior se infiere que los valores de v para los cuales
el potencial se hace extremo sélo dependen de la masa del objeto
central M y del momento angular de la particula h. En particular, si
h = 21/3 existe un tnico extremo cuya coordenada radial es:

6GM
Tmin = 6LL = cz s (239)
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| - h=0
0057 - I’;:Z 3 i
| h=3.75
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>
-0.05+-
—0.10"
0

Figura 1: Potencial efectivo en funcién de la coordenada radial para distintos
valores del momento angular h en el espacio-tiempo de Schwarzs-
child. Los puntos indican la posicién de la tltima 6rbita circular
estable.

que ademds cumple con la condicién de estabilidad:

dzvef(r)

o lrin > 0. (2.40)

Para h < 21/3, el potencial efectivo carece de puntos de retorno. Luego,
Tmin €S el valor del radio de la tltima Orbita circular estable en el
espacio-tiempo de Schwarzschild.

La trayectoria de un fotén es una geodésica nula. Para parametrizar
dichas trayectorias ya no puede utilizarse el tiempo propio T, sino
un cierto pardmetro afin o a lo largo de la geodésica. Como en el
caso de las particulas masivas, se considerard el movimiento de los
fotones en el plano ecuatorial. Las ecuaciones de las geodésicas son
(gapx®xP =0):

(1 — 2”) t = k, (2.41)

T

1
—c? (1 — 2:L> 2+ (1 — ZTH> P 4rd? = 0, (242
= h (243)

La ecuacion para la energia se obtiene sustituyendo las Ecs. 2.41 y 2.43
en la Ec. 2.42:

h? 2un
.2 212
r+r2<1_r>:Ck' (2.44)
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Esta tltima ecuacién puede escribirse como:

-2

T 1
ﬁ + vef(T) = bizl

donde b = h/ck denota el pardmetro de impacto y el potencial efectivo

es:

(2.45)

1 21
Vet = 2 (1 — ) . (2.46)

o
S
O

|
=
S
S}

r/u

Figura 2: Potencial efectivo en funcién de la coordenada radial para fotones
en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

El gréfico del potencial efectivo en funcion de la coordenada radial
se muestra en la Figura 2; se observa que hay un tinico maximo
para T = 3u, que corresponde a una 6rbita circular inestable. Luego,
en el espacio-tiempo de Schwarzschild no existen 6rbitas de fotones
circulares estables. Por otro lado, dependiendo del valor del pardmetro
de impacto b dos tipos de trayectorias son posibles: los fotones pueden
acercarse al objeto central y luego alejarse del mismo, o pueden ser
capturados por el agujero negro, en cuyo caso, el destino final sera
inexorablemente la singularidad central.

Para fotones moviéndose en 6rbitas radiales ¢ = 0, la Ec. 2.42 se
reduce a:

2 21\ 2\,
< (1=-= )+ (1-=) =0, (2.47)
T T
de la cual se deriva:
dr 2n
— =4c(1-=). :
It c (1 - ) (2.48)

La trayectoria para fotones salientes y entrantes se obtiene integrando
la tltima ecuacién:

-
2u

T

2u

ct

T+ 2uln

1 ‘ + constante, fotones salientes  (2.49)

ct = —r—2uln

1 ‘ + constante, fotones entrantes.(2.50)
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De la Ec. 2.48 (ver Figura 3) se observa que las lineas de mundo de
los fotones tienen pendientes =1 cuando r — oo, esto es, lejos de la
fuente de campo gravitacional los conos de luz se corresponden con
los del espacio-tiempo de Minkowski. Cerca del horizonte de eventos
(r — 2p), sin embargo, las pendientes de los conos tienden a +-oco: los
conos de luz se cierran cada vez mds y mads al acercarse a v = 2.

Particula Observador
ct . A
ra
q 7
S
0\."/ r
/
/
/
r=2j r=R

Figura 3: Los conos de luz a medida que se acercan al horizonte de eventos
se van cerrando cada vez mads. Para un observador distante, una
particula tarda un tiempo infinito en cruzar el horizonte de eventos.

La Ec. 2.50 puede utilizarse para construir un nuevo sistema de coor-
denadas donde la métrica sea regular sobre el horizonte de eventos. La
constante de integraciéon en la Ec.2.50 se toma como una nueva coor-
denada, que se denotard p. Luego, la transformacién de coordenadas
es:

T

p=ct+r+2uln o 1‘. (2.51)

Si se calcula el diferencial de esta tdltima ecuacién y reemplaza en el
elemento de linea de Schwarzschild (Ec. 2.20) resulta:

2
ds? = — (1 — r”) dp? +2dp dr 4 1%(d6? +sin? 0ddp?).  (2.52)

La métrica es ahora regular en r = 2. La tinica singularidad real es
en 1t =0, donde el tensor de Riemann diverge.

19
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Dado que p es una coordenada nula, se introduce una nueva coor-
denada tipo tiempo t’ definida como:

ct'=p—1=ct+2uln er_1" (2.53)
El elemento de linea toma la forma:
2 4 2
ds? = —2 <1 - ”) at’? + Mat ar+ (1 n “) ar?
T T T
+ 1%(d6? +sin? 0dd?), (2.54)

que es regular en todo el rango 0 < r < co. Las coordenadas (t’, 1,0, $)
se denominan coordenadas avanzadas de Eddington-Filkenstein. En estas
coordenadas, las lineas de mundo de fotones entrantes y salientes
vienen dadas por las ecuaciones:

ct’ = —r+ constante, (2.55)
ct/ = r+4uln %—1 + constante. (2.56)

La primera ecuacién, para fotones entrantes, corresponde a lineas
rectas continuas a través de r = 2 que forman un dngulo de 45° con
el eje r. Los conos de luz, a medida que se acercan a la fuente de
campo gravitacional, se van inclinando pasando en forma continua,
de la region I a la regién II, exterior e interior al agujero negro respec-
tivamente, como se observa en el diagrama de la Figura 4. Sobre el
horizonte de eventos, la linea de mundo de los fotones coincide con el
horizonte, que es una superficie nula.

5 ,
B ,4cula cayendo

radialmente

Singularidad —

= constante

Figura 4: Diagrama espacio-temporal en coordenadas avanzadas de
Eddington-Filkenstein donde de muestran los conos de luz cer-
ca y dentro de un agujero negro de Schwarzschild.

En forma analoga, se puede introducir un nuevo sistema de coorde-
nadas tomando la trayectoria de fotones salientes. A partir de la Ec.
2.49 se define la nueva coordenada nula q como:

T

q=ct—r—2uln o 1’. (2.57)
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El elemento de linea de Schwarzschild se escribe entonces como:
ds? = — <1 — 2:‘) dq? —2dp dr 4 1%(d6? +sin? 0ddp?), (2.58)

que es nuevamente regular para 0 < v < oco. En forma similar al
tratamiento de las coordenadas avanzadas de Eddington-Filkenstein,
se introduce una coordenada temporal t* dada por:

T

ct*=q+r=ct—2uln n 1‘. (2.59)

Las coordenadas (t*,1,0,$) se denominan coordenadas retardadas de
Eddington-Filkenstein, y el correspondiente elemento de linea en estas
coordenadas es simplemente el reverso temporal de la Ec. 2.54.

La estructura causal del espacio-tiempo resulta la opuesta que para
las coordenadas avanzadas de Eddington-Filkenstein; las geodésicas
tipo tiempo o nulas salientes sélo pueden cruzar de la regién interior
a la exterior del agujero negro. Ninguna particula inicialmente fuera
del agujero puede ingresar a éste: toda particula es expelida de la
region v < 2u. Esta clase de objetos tedricos se denominan agujeros
blancos. No hay evidencia alguna de la existencia de agujeros blancos
en el universo. Este tipo de objetos son inestables gravitacionalmente
[Frolov, 1974; Zeldovich et al., 1974]

Las coordenadas de Eddington-Filkenstein avanzadas y retardadas
no resultan satisfactorias para describir completamente la geometria
del espacio-tiempo de Schwarzschild. Tanto las trayectorias de fotones
radiales entrantes y salientes son discontinuas en las coordenadas
avanzadas y retardadas, respectivamente.

Las coordenadas de Kruskal-Szekeres [Kruskal, 1960; Szekeres, 1960]
cubren toda la variedad del espacio-tiempo de la solucién maximal-
mente extendida de Schwarzschild y son bien comportadas en todo
punto fuera de la singularidad r = 0. Estas coordenadas permiten, ade-
maés, remover la singularidad no fisica en r = 2. La transformacién
de coordenadas para la regién r > 2 es:

() e () sinn (€ (260)
v = n exp I si ) .
1/2
T T ct
u = <2H — 1) exp <4u> cosh (4H>’ (2.61)
mientras que para la regién r < 2u:
1/2
T T ct
v o= <1 — 2H> exp <4H> cosh (4H>/ (2.62)
1/2
T T . ct
u = <1 — 2H> exp <4H> sinh <4P-> (2.63)

El elemento de linea en coordenadas de Kruskal-Szekeres (v, u, 0, $)
resulta:

as? = 3 ) (av? — du?) + 12(d6? +sin? 0dd2). (2.6
st == expﬂ (dv* — du®) +77(d0” + sin” 0dd~). (2.64)
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Las curvas con r = constante son hipérbolas y satisfacen:

2 2 (T x
us—v _<2H 1>exp<2u>, (2.65)

mientras que las curvas con t = constante son lineas rectas que pasan
por el origen:

t

% = tanh (:H>’ sit <2y, (2.66)
t

% = coth <:H)/ sit>2u. (2.67)

En la Figura 5 se muestra el espacio-tiempo de Schwarzschild en
coordenadas de Kruskal-Szekeres. Cada hipérbola representa un con-
junto de eventos de radio constante en las coordenadas de Schwarzs-
child. La linea de mundo radial de un fotén (ds = 0) se representa
en este diagrama como una linea recta formando un dngulo de +
45° con el eje u. Una trayectoria tipo tiempo tiene siempre una pen-
diente mayor a 45°, mientras que una trayectoria tipo espacio tiene
una pendiente menor a 45°. Una particula que cae en el agujero negro
cruza la linea recta a 45° y alcanza la singularidad en r = 0. Para
un observador externo, esto ocurre en un tiempo infinito. Las coor-
denadas de Kruskal-Szekeres son particularmente ttiles ya que las
geodésicas radiales nulas salientes y entrantes vienen dadas por las
simples férmulas u = constante, y v = constante, respectivamente.
Los horizontes de eventos futuros y pasados satisfacen la ecuacién
uv = 0, mientras que la singularidad cumple con la ecuacién uv = 1.

 Particula
" p=, cayendo
radialmente

cr=1_
i

—er=—fi

Cot==2p

Figura 5: Diagrama espacio-temporal en coordenadas de Kruskal-Szekeres.

2.3.2  Diagrama de Penrose de un agujero negro de Schwarzschild

El diagrama de Penrose o Penrose-Carter es un diagrama bidimen-
sional que representa la estructura causal del espacio-tiempo. Es una
extensién del diagrama de Minkowski donde el eje vertical representa
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la dimensién temporal, y el eje horizontal representa la dimensién
espacial, mientras que las lineas a 45° corresponden a los rayos de
luz. La principal diferencia con el diagrama de Minkowski es que,
localmente, la métrica en un diagrama de Penrose es equivalentemente
conforme a la métrica actual del espacio-tiempo. El factor conforme
se elige de manera tal que el espacio-tiempo infinito se transforma en
un diagrama de Penrose de dimension finita. Para espacio-tiempos
esféricamente simétricos, cada punto en el diagrama corresponde a
una 2-esfera. En la Figura 6 se muestra un diagrama de Penrose del
espacio-tiempo de Minkowski.

TIMELIKE
INFINITY
DISTANT
A~ FUTURE "LIGHTLIKE
INFINITY"
PHOTON
DISTANT
[s)llas,géEN IME S TSPACETIME" STACELIKE
INFINITY
DISTANT
PAST'
time
ace
e N

Figura 6: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Minkowski.

En la Figura 7 se presenta un diagrama de Penrose de un agujero
negro de Schwarzschild. La trayectoria en el diagrama, representa una
particula que va desde un punto en nuestro universo hacia el agujero
negro, arribando finalmente a la singularidad. Se muestra ademads una
extension del espacio-tiempo de Schwarzschild, también presente en
el diagrama de Kruskal-Szekeres, donde esta representado un agujero
blanco y un universo paralelo pero inaccesible. Un agujero blanco
representa una singularidad desnuda [Ne’eman, 1965; Novikov, 1966].
Este acttia como una fuente que ejecta materia de su horizonte de
eventos; dado que los agujeros blancos no pueden ser el resultado
del colapso gravitacional de un objeto en el universo real, éstos pue-
den pensarse como caracteristicas intrinsecas del espacio-tiempo. La
existencia de los mismos, sin embargo, parece improbable ya que
son inestables por la interaccién de la materia circundante [Frolov,
1974] y por procesos cuanticos de creacién de particulas en el campo
gravitacional de los agujeros [Zeldovich et al., 1974].

2.3.3 Agujeros negros de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-Nodstrom es una solucién esféricamente
simétrica de las ecuaciones de Einstein para una fuente de masa M y
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r=(0

'-‘.,,.:‘J Black Hole

Figura 7: Diagrama de Penrose de un agujero negro de Schwarzschild.

carga eléctrica Q, que genera un campo electromagnético. El tensor
de energia-momento, luego, es no nulo y tiene la forma:

_ 1
Ty = —po ! (FWF"V — 4ngpGFP“) , (2.68)

donde pp es la permeabilidad magnética en el vacio, F,.v = 0,Ay —
0vAy es el tensor de campo electromagnético y A, es el cuadri-
potencial electromagnético. Fuera del objeto cargado la cuadri-corriente
j* es cero, y entonces las ecuaciones de Maxwell son:

Y. =0, (2.69)

Fuv;o + Fcu;v + Fvc;p. = 0. (2'70)

Las ecuaciones de Einstein y Maxwell estdn acopladas dado que
FHY estd presente en el tensor de energia-momento y la métrica g,.~
entra en las ecuaciones del electromagnetismo a través de la derivada

covariante.
La solucion para la métrica viene dada por:

2 q? 2 g2\
ds? = — (1 _ 7” n jz> n <1 - 7“ + i'z) dr? +12d0?, (2.71)

donde q y la carga eléctrica total Q estdn relacionadas por:

GQ?
9= 4megct’ (2.72)
La métrica tiene singularidades de coordenadas para:
2u ¢?
1—T+T7:O, (2.73)
cuyas soluciones son:
1/2
re=px (W —q%) 7. (2.74)
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Para p = q se tiene un agujero negro de Reissner-Nordstrom extremo
con un tnico horizonte de eventos en r = . Para p? > qz, existen dos
horizontes de eventos; en caso contrario ningtn horizonte oculta la
singularidad intrinseca en r = 0.

2.3.4 Agujeros negros de Kerr

La métrica de Kerr describe la geometria del espacio-tiempo exterior
a un objeto rotante de masa M y momento angular a = J/M; el
elemento de linea es:

ds? = —gudt? —2gipdtdd + gpedd?
+ grrdr® + goodo?, (2.75)
gie = (c—2GMrp 1), (2.76)
Jip = 2GMac2p 'rsin? 0 (2.77)
goo = L[(*+a’c?)?—a’c?Asin?0lp 'sin?0, (2.78)
grr = pAT, (2.79)
Jee = P, (2.80)
p = 2 +a’c?cos?o, (2.81)
A = 2 —2GMc ?*r+a’c 2. (2.82)

Esta es la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist
(t, v, ©, ¢); se reduce a la métrica de Schwarzschild para a = 0.

Asi como la solucion de Schwarzschild es la tinica solucion estética
de vacio de las ecuaciones de Einstein [Israel, 1967], la métrica de Kerr
es la tinica solucién axisimétrica estacionaria de vacio de las ecuaciones
de campo de la Relatividad General [Carter, 1971; Hawking, 1972;
Robinson, 1975]. Debe notarse que no existe un teorema de Birkoff
(ver Sec. 2.5.1) asociado a la métrica de Kerr. Fuera de una estrella
rotante, la geometria del espacio-tiempo no esta representada por
dicha métrica; una estrella rotante genérica puede tener multipolos
gravitacionales que no son los mismos que en el espacio-tiempo de
Kerr. Si una estrella en rotacién colapsa a un agujero negro, la métrica
exterior se acercard asint6ticamente a la de Kerr. Este no es el caso
para un colapso esféricamente simétrico, donde la geometria externa
es siempre la de Schwarzschild [Teukolsky, 2014].

La ecuacién que satisface la superficie del horizonte de eventos que-
da determinada por la condicién g, — oo (A = 0), que corresponde a
la coordenada radial:

1/2
r+=GMc %+ [(GMC*Z)2 — achz} / : (2.83)

La métrica de Kerr posee, pues, dos horizontes de eventos v y 7_,
respectivamente. En el limite de Schwarzschild a — 0, la Ec. 2.83 se
reduce a v, — 2GM/c? yr— —0.

El segundo horizonte, r_, es interno al horizonte de eventos externo
T4, y por lo tanto no puede ser visto por un observador fuera del
agujero negro; ademas, el horizonte interno oculta la singularidad . De
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la Ec. 2.83, si (G Mc_z)2 — a?c™? < 0 no existen horizontes de eventos
y se tiene una singularidad desnuda.

Si una particula cae radialmente hacia un agujero negro desde el
infinito con cero momento angular, durante su caida ganard momento.
La velocidad angular para un observador distante es:

d¢ (2GM/c?)ar
dt (124 a2c2)2 —a2c2Asin? 0’

Q(r, 0) = (2.84)

Una particula que cae hacia el agujero negro desde el infinito ad-
quirird una velocidad angular en la direccién del espin del agujero
negro. Al acercarse a éste, la particula tendera a moverse en el mismo
sentido en que el agujero negro estd rotando. Si la particula ha de
mantenerse estacionaria respecto a las estrellas distantes, serd nece-
sario aplicar una fuerza que contrareste esta tendencia; cuanto mas
cerca esté la particula del agujero negro, mayor debera ser la fuerza.
En el punto r. ya es imposible no co-rotar con el agujero negro. La
superficie determinada por T. es el limite estdtico. La region entre el
limite estdtico y el horizonte de eventos se denomina ergosfera. La
ergosfera no es esférica sino que su forma cambia con la latitud 0, y
puede determinarse resolviendo la ecuaciéon g¢¢ = 0:

GM 1

Te =3 —l-f(GzM2 a’c? cos? 0) 12

(2.85)
La superficie del limite estatico y el horizonte sélo coinciden en los
polos (ver Fig. 8). El fenémeno de “arrastre inercial*” es comun a todas
las métricas axialmente simétricas con g¢¢ # 0.

Las singularidades esenciales del espacio-tiempo de Kerr pueden
determinarse analizando las divergencias del correspondiente escalar
de Kretschmann:

48M2G2 (1?2 —a?c % cos? 0) [pz — (4rac™ ! cos 8)2}

K =

= pY: . (2.86)

De esta tltima ecuacion se infiere que X — oo para todo valor de las
coordenadas vy © que cumplen:

2 +a?c?cos? 0 = 0. (2.87)

Esta condicién se satisface solamente parar =0y 0 = /2, que en
coordenadas cartesianas

x = Vr2+a2c2sin0Ocos, (2.88)
y = Vri+alcZsinOsing, (2.89)

z = Trcosb, (2.90)

cumplen:

X2 +y? =a’c? y z=0. (2.91)

La singularidad es un anillo de radio ac™! en el plano ecuatorial.

Si a = 0, se recupera la singularidad puntual de Schwarzschild. Si

2 Frame dragging.
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a # 0 la singularidad no se encuentra necesariamente en el futuro de
todos los eventos con coordenada radial r < r_: la singularidad puede
evitarse para algunas geodésicas. Se trata pues, de una singularidad
escalar tipo tiempo.

El elemento de linea en coordenadas de Boyer-Lindquist para a —

0 se reduce:

2 4+ a?c 2 cos? 0
r2+a%c?

+ (r*+a’c?)sin? 0dd?. (2.92)

ds? = —c?dt?+ dr? + (rz + a?c 2 cos? 0) do?

Esta es la métrica del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas
esferoidales oblatas, cuya relacién con las coordenadas cartesianas
viene dada por las Ecs. 2.88, 2.89, y 2.90.

horizonte externo 4 horizonte interno

ergosfera

singularidad anillo limite estatico

Figura 8: Esquema del interior de un agujero negro de Kerr.

La geometria del espacio-tiempo de Kerr puede representarse en va-
rios sistemas de coordenadas; verbigracia, en coordenadas cartesianas
(t,x,y,z) en la forma de Kerr-Schild [Kerr, 1963b,a], en coordenadas
de Eddington-Filkenstein (v, 1,0, ), entre otros. En particular, Doran
[Doran, 2000] introdujo un nuevo sistema de coordenadas tal que para
a — 0 se obtiene la forma de Gullstrand-Painlevé del elemento de
linea de Schwarzschild. En términos de las coordenadas (t, 1,0, ¢) el
elemento de linea de Kerr en la forma de Doran se escribe como:

2Mr p? 2Mr
2 2 2
ds = <] pz >dt +T2+azdr -2 mdtdr
. 2
2M

— e Ot ag + 20/ 2MT sin? 0dgdr

02 2+ a2
2102 2 2 ZSinze s 02342
+ p°do” + (r +a )+2Mra 7 sin0“dd“. (2.93)

En el limite a — 0, la expresién anterior se reduce a 2.27. Por otro
lado, si M —; 0 se recupera el elemento de linea en el espacio-tiempo
de Minkowski en coordenadas esferoidales oblatas.
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La métrica dada por la 4.95 se obtiene de la soluciéon de Kerr en
coordenadas avanzadas de Eddington-Filkenstein (v, 1,6, o)

2M 4M s
ds? = — <1 = r) dv? +2dv dr — pzm sin® 0dv d
— 2 asin?0dr dd + p?do?
. 2Mra?sin? 0 =2
+ (rz + az) sin @ + pZ] do, (2.94)

mediante la transformacion:
dr

14+ 2Mr/ (12 +a2)]'/?
N adr

dp = dd— . (2.96)

2+ a2+ 2Mr (12 + (12)]]/2

dt = dv—

(2.95)

2.3.4.1 Trayectorias de particulas en el espacio-tiempo de Kerr

La geometria del espacio-tiempo de Kerr es estacionaria y axial-
mente simétrica. Luego, tanto las trayectorias de particulas masivas
como de fotones no estdn circunscritas a un dado plano ya que el
momento angular no se conserva. Existen dos cantidades, sin embargo,
que se conservan a lo largo de las geodésicas: p; y p¢ (la métrica no
depende en forma explicita de t y ¢); esta tltima corresponde a la
conservaciéon del momento angular a lo largo del eje de rotacién. Dado
que la métrica es simétrica respecto al plano ecuatorial, particulas
que inicialmente tienen pg = 0 permaneceran en dicho plano. Para
simplificar los calculos, se estudiardn las trayectorias de particulas con
0 = 7/2; la métrica 2.75 entonces resulta:

ds? = —¢? (1 2“) at? — 4uac dtd(])+ dr + (r +a?+ 2na ) do?.
T T A T
(2.97)

Las ecuaciones de las geodésicas pueden obtenerse mediante las ecua-
ciones de Euler-Lagrange. Es mds simple, sin embargo, utilizar la
propiedad de conservacién de p: y pg:

. . 2 .2 .

Po = ott+goed
2 ac 2ua
= ur <T‘ +a’+ s >cl)— (2.99)

donde las constantes k y h coinciden en el limite a — 0, con las co-
rrespondientes en el espacio-tiempo de Schwarzschild . Las soluciones
de las Ecs. 2.98, y 2.99 son:

] 2ua? 2pa
t = A[( +a+ " >k - h] (2.100)

.1 [2pac pATS
¢ = A[ . k+<]_r>h]' (2.101)
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La ecuacioén para la energia puede derivarse a partir del invariante:

9" pupy = €2, (2.102)

donde e = c? para una particula masiva y €2 = 0 para un fotén.
Dado que pg = 0:

2

9" (p)? +29"ppg + 9P (py)* + 9™ (pr)* = €%, (2.103)

Si se sustituye py = kc? Yy Py = —h, pr =9ty g7 =1/g:r en la Ec.
2.103, se llega a una expresion para i:

1-,,2 — gT'T (€2 o gttc4k2 +zgtd)czkh_ g(bd)hZ) , (2.104)

que en términos de la forma explicita de los coeficientes contravarian-
tes de la métrica:

2 21,2 2 2 2
fzzczk2_€2+2€2u+a (C ke —e¢ )—h +2H(h—ack)

" 2 3 . (2.105)

Las Ecs. 2.100, 2.101, y 2.105 determinan completamente las geodésicas
nulas y no nulas en el plano ecuatorial.
Las geodésicas tipo tiempo en el plano ecuatorial vienen dadas por

las Ecs. 2.100, 2.101, y la ecuacién para la energia 2.105 con €2 =c%:

2uc2  a?c2 (K —1)—h?  2u(h—ack)?
o)y et @R (1) mh duhack)”
T T T

(2.106)

que puede reescribirse como:

1 1
Efz + Ves(1,h, k) = zcz (k*—1), (2.107)

donde el potencial efectivo por unidad de masa es:

ue2  h?—a?c? (k*—1) p(h—ack)?
- + —_
T 272 3

Ver(r,h, k) = — . (2.108)

De particular interés astrofisico es el estudio de las érbitas circulares
y, especialmente del radio de la dltima 6rbita circular estable para
particulas rotando tanto en la misma direccién como en el direccién
opuesta al agujero negro. La ecuacion que determina el valor del radio
de la altima orbita circular estable r1i5c, se obtiene a partir de las
siguientes condiciones:

2
c
Vet (Tisco, L k) = 5 (k2 1), (2.109)
dVee(r, h, k
efEh) Iiseo 0, (2.110)
dvzef (T, h/ k)
4z lriseco = O (2.111)

Luego de cierta manipulacién algebraica (ver por ejemplo Hobson
et al. 2006), se llega a una ecuacién de cuarto orden para /T

2 —6pur—3a® F8a/jur =0, (2.112)
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donde el signo — (+) corresponde a particulas rotando en (igual)
sentido contrario al agujero. En el limite a — 0, 1isco — 61, que es el
valor del radio de la dltima 6rbita circular estable en el espacio-tiempo
de Schwarzschild. Para un agujero negro de Kerr extremo a = p,
Tisco = M para particulas rotando en el mismo sentido que el objeto
central, y Tisco = 71 en caso contrario. En la Figura 9 se muestra un
gréfico del potencial efectivo en funcién de la coordenada radial para
distintos valores del momento angular de un agujero negro de Kerr.
Los puntos indican la posicién de la tltima 6rbita circular estable.

0.00 -

~0.05+ -

L - a=0.8
n — a=0.99

Figura 9: Potencial efectivo en funcién de la coordenada radial para distintos
valores del momento angular a en el espacio-tiempo de Kerr. Los
puntos indican la posicién de la Gltima orbita circular estable.

Las geodésicas nulas en el plano ecuatorial quedan determinadas
por las Ecs. 2.100, 2.101, y la ecuacién de la energia con e2 =0:

a?c?k? —h? N 2u(h— ack)?

2 3 (2.113)

% = c?k? +

Al igual que en el tratamiento de la trayectoria de fotones en el
espacio-tiempo de Schwarzschild, si se introduce el pardmetro de
impacto b = h/ (ck), la dltima ecuacién puede reescribirse como:

T
ﬁ + Vef('l‘,b) = ble (2-114)
donde el potencial efectivo es:
1 a\Z 2u a\ 2
Ver(r,b) = 2 [1 — <E) - (1 — E> ] . (2.115)

En la métrica de Kerr, debido al fen6meno de arrastre inercial, no
existen trayectorias de fotones radiales. Para estudiar la variacién
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radial de la estructura de los conos de luz es, sin embargo, ttil el
calculo de las geodésicas principales nulas, las cuales estan definidas por
la condicién b = a. El conjunto de Ecs. 2.100, 2.101, y 2.113 adopta la
forma:

2, 42
+ k
= (TAG), (2.116)
: k
b= % @17
T = =ck. (2.118)

Para fotones salientes i = +ck, la integracién del sistema anterior de
ecuaciones es inmediata:
T

_1’
T+

R
ct = r+|(p+——|In
/2 — a2

T
—- 1 ‘ + constante,  (2.119)

/uz_az
a T—T4
= In
¢ 2\/u? —a?

T—T_

La solucién correspondiente a fotones entrantes se obtiene escogien-
do * = —ck, y tiene la misma forma que la presentada arriba pero con
t—=—tydp——0o.

Las coordenadas de Boyer-Lindquist t y ¢ no son bien comporta-
das en la regién cercana a los horizontes de eventos: en los limites
r— 14 yT — 1, las Ecs. 2.119 y 2.120 divergen. Para remover
dichas singularidades de coordenadas se utilizan las ecuaciones de las
geodésicas principales nulas en su forma diferencial:

+ constante. (2.120)

2, 42

cdt = —udr, (2.121)
A

dp = —%dr. (2.122)

En forma andloga al procedimiento utilizado para obtener las coorde-
nadas avanzadas (retardadas) de Eddington-Filkenstein en el espacio-
tiempo de Schwarzschild, se llega a las coordenadas avanzadas (re-
tardadas) de Eddington-Filkenstein en la geometria de Kerr, cuyo
elemento de linea viene dado por la Ec. 2.94.

La extension analitica maxima del espacio-tiempo de Kerr se debe a
Boyer & Lindquist 1967 y Carter 1968, cuyo diagrama se muestra en la
Figura 10. En la regién entre el horizonte externo (EH) y el horizonte
interno (IH), espacio y tiempo intercambian sus roles tal como ocurre
en el interior de un agujero negro de Schwarzschild; una particula en
esta region terminard inexorablemente en el segundo horizonte, que
es también un horizonte de Cauchy. Una vez que éste se ha cruzado,
espacio y tiempo revierten su caracter, y es posible evitar la singulari-
dad y alcanzar una 6rbita estable. En la regién interior al horizonte
de Cauchy existen ademads curvas temporales cerradas; ésto implica
que para ciertas trayectorias futuro y pasado causales coinciden. La
métrica de Kerr admite atin soluciones més extrafias: un observador
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en la region central podria internarse en el espacio-tiempo interno
al anillo singular y emerger en un universo anti-gravitatorio (cuyas
leyes fisicas serian extremadamente peculiares); o podria continuar
viajando y atravesar dos antihorizontes para emerger en el tiempo
coordenado t = —oo en algtn otro universo. Esta serie de viajes fan-
tasticos, sin embargo, parece improbable en agujeros negros reales, ya
que el horizonte interno es inestable, como demostraron Poisson &
Israel 1990.

universo universo
anti-gravitatorio anti-gravitatorio

b
otro otro
universo ; universo

universo . universo

anti-gravitatorio anti-gravitatorio
i &
A

nuestro otro

universo 4 universo
universo
anti-gravitatorio

h
o
=

espacio

Figura 10: Diagrama de Penrose de un agujero negro de Kerr no extremo. La
figura se repite infinitamente en ambas direcciones. Una trayec-
toria termina en la singularidad (A), y las otras dos escapan (B y
C). IH denota “horizonte interno”, EH “horizonte externo”, y S
“singularidad”.
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2.3.5 Agujeros negros de Kerr-Newman

La métrica de Kerr-Newman de un agujero negro cargado y rotante
es la soluciéon mds general de agujero negro; ésta fue hallada por
Newman et al. 1965 y tiene la forma:

ds* = —gudt? —2gipdtdd + gppdd?
+ pA~Tdr? 4 pdo?, (2.123)
g = ¢ [1—(2ur—q?)p7 '], (2.124)
gy = asin’Op ' (2ur—q?), (2.125)
9o = {(rz + achz)z — a’c?Asin? 6} p~'sin? 0, (2.126)
p = r°+a’c?cos?0, (2.127)
A = 1> -2ur+a’c?+q° (2.128)

La solucién de Kerr-Newman no es una solucién de vacio; al igual
que la métrica de Kerr posee dos horizontes de eventos r y r_, cuyas
coordenadas radiales son, respectivamente:

_ 1/2
e =p+ (pr—a’c?—q?) /2 (2.129)

Ademads, como la solucién de Kerr, tiene una ergosfera, que a una
latitud © su coordenada radial es:

1/2

Te = UL+ (uz —a’c?cos? 0 — qz) (2.130)

Dado que el campo eléctrico no puede permanecer estatico en la
ergosfera, un observador fuera del limite estdtico vera que se genera
un campo magnético.

La métrica de Kerr-Newman es la solucion estacionaria, axialmente
simétrica y asint6ticamente plana mds simple de la ecuaciones de
Einstein en presencia de un campo electromagnético en 4 dimensiones.
Se piensa, sin embargo, que esta solucién no representa objetos astrofi-
sicos reales: un objeto astrofisico cargado se descargaria rapidamente
por acrecién de cargas de signo opuesto.

2.4 SOLUCIONES DE AGUJEROS NEGROS EN GRAVEDAD F(R)
2.4.1  Agujeros negros de f(R)-Schwarzschild
El elemento de linea del espacio-tiempo de Schwarzschild en teorias

f(R) con escalar de Ricci constante Ry tiene la forma [Cembranos et al.,
2011]:

2GM c’R
2 _ 2 o 0.2 2
ds® = [(c . ) 2 T ] dt (2.131)
d 2
4 +12 (46 +sin2 0dd?),
[(] _ ZMG) _ Mrz}
c2r 12

donde Ry, dado por la Ec. 2.15, puede tomar en principio cualquier
valor real. Dado que sélo estamos interesados en métricas de espacio-
tiempos que representen agujeros negros astrofisicos, se seleccionardn
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sOlo aquellos valores de Ry que permitan soluciones aceptables, esto
es, que contengan horizontes de eventos.

El radio 1o del horizonte de eventos cumple con la condicién
goo(ro) = 0; de la métrica 2.131, los valores de r que corresponden al
horizonte de eventos satisfacen:

c?Ror3 — 12¢%r + 24GM = 0. (2.132)

En términos de las siguientes cantidades adimensionales:

T
X = -, (2.133)
" 33
Ro = Ropz, (2-134)

donde n = GM/c2, esta ecuacién se escribe como:
Rox® —12x 424 = 0. (2.135)

En la Figura 11 mostramos el gréfico del escalar de Ricci en funcion
de la coordenada radial del horizonte de eventos. Para Ry € (0,4/9)
las soluciones poseen un horizonte interno de eventos y un horizonte
externo cosmolégico, mientras que para Rp < 0 hay un tinico horizonte.
Los horizontes de eventos y cosmolégico colapsan para Rp =4/9y
para valores mayores del escalar de Ricci las soluciones representan
singularidades desnudas. El estudio de soluciones de agujeros negros
de Schwarzschild en teorias f(R) queda entonces restringido para
valores del escalar de Ricci en el intervalo (—oo,4/9].

0.4}‘“
0.2?
éo.of 7
—o.zé
—o.4§
0 1 2 3 4 5 6

r/p

Figura 11: Escalar de Ricci en funcién de la coordenada radial del horizonte
de eventos para un espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild.

2.4.2 Agujeros negros de f(R)-Kerr
La métrica de un espacio-tiempo axisimétrico, estacionario y con

escalar de Ricci constante que describe un agujero negro con masa,
carga eléctrica y momento angular fue descubierta por Carter 1973
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y posteriormente utilizada por Cembranos et al. 2011 para estudiar
agujeros negros en teorias f(R). El elemento de linea toma la forma:
2 2

M::%w+iwz (2.136)
Ag sin? 0 t 2
p DeSO[ el s s do
P = =
2
— Azr(cft—asinzed,d)) ,
p = =
donde:
R 2GMr
_ (242 _Ro 2
Ar = (P+a )(1 7" > 2 (2.137)
0?2 = 12+ a’cos6?, (2.138)
R
Ag = 1+ %GZCOSZ 0, (2.139)
- _ EQ 2
z = H—]Za, (2.140)

donde M y a denotan la masa y momento angular del agujero negro
por unidad de masa, respectivamente, y Ry estd dado por Ec. 2.15.

Debido a la constancia de p' y p?® sobre las trayectorias, y a las
propiedades de simetria de la métrica respecto del plano ecuatorial, la
orbita de cualquier particula con condicién inicial p® = 0 permanecera
en el plano 7t/2, donde la métrica es:

2 c? N2 TP
ds® = 2= (Ar—a®) dt +A—dr (2.141)
— T
2ac
— 5= (P +add -4 dtd
do?

_.I_

[(Tz - az)2 — Araz} .

Si Rg — 0, Ec. 2.141 representa la métrica en el espacio-tiempo de Kerr
en Relatividad General.

La ecuacién que determina la posicién del horizonte de eventos se
obtiene haciendo 1/g,, = 0:

TZEZ

R 2GMr
2 2 0.2
Ay =(r +a)<1—12r>— ”; =0. (2.142)
En términos de x, Rg, y a = ot(rg)*1 , resulta:
R 2
(x* +a%) <1 - ]0;( ) —2x=0. (2.143)

En la Figura 12 mostramos el escalar de Ricci en funcién de la coor-
denada radial del horizonte de eventos para Ry € [-0,3,1] y a = 0,99.
SiRg € (0,0,6], existen 3 horizontes de eventos: el horizonte interno y
externo de eventos del agujero negro y un horizonte cosmolégico; para
Ro > 0,6 se tiene un horizonte cosmolégico cuyo radio va disminuyen-
do para valores mayores de Rq. Si Rg € (—0,13,0) hay 2 horizontes de
eventos. Para Ry < —0,13 las soluciones representan singularidades
desnudas. El andlisis de las propiedades de agujeros negros de Kerr
en teorias f(R) entonces quedara restringido para valores del escalar
de Ricci en el intervalo (—0,13,0,6].
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1.0 :
0.8 :
0.6/ :
0.4/ :
0.2 :

0.0¢
z v :
—0.25‘”‘””‘
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Figura 12: Escalar de Ricci en funcién de la coordenada radial del horizonte
de eventos para un espacio-tiempo de f(R)-Kerr.

2.5 FORMACION DE AGUJEROS NEGROS
2.5.1 Formacién de agujeros negros estelares

Los agujeros negros se forman cuando la materia de un dado objeto
se comprime por debajo de su correspondiente radio de Schwarzschild.
Existen varios mecanismos de formacién de agujeros negros tales como
la colision de particulas, o el colapso de materia oscura en el universo
temprano; el mecanismo mas comtin de formacién de agujeros negros
estelares es el colapso gravitacional.

Una estrella se mantiene estable si la presién térmica generada en
su interior debido a las reacciones nucleares equilibra la fuerza gravi-
tacional. Durante su evolucion, las reacciones nucleares transforman
la composicién quimica del ntcleo estelar, de H a He, y para el caso de
estrellas masivas (M > 5M), continua hasta C y finaliza con Fe. En
cada una de estas etapas, el nticleo de la estrella se contrae para poder
alcanzar la ignicién correspondiente a cada fase de las reacciones
nucleares. Finalmente, la desintegraciéon endotérmica de los nticleos
de hierro precipita el colapso indefinido del ntcleo, produciendo la
formacién de un agujero negro estelar.

El colapso de estrellas de 18 — 20 M, resulta en agujeros negros de
baja masa (1,5Ms < M < 1,8 M) junto con la ejeccion de las capas
externas de las estrellas por una onda choque en un evento conocido
como supernova de Tipo II. Estrellas con masas en el rango 20 —30 M,
acaban como agujero negros de M > 1,8 M; estrellas muy masivas
con momento angular alto terminan su existencia produciendo una
explosién de rayos gamma y un agujero negro muy masivo (M >
10M).

En la Figura 13 se muestra un diagrama de Eddington-Filkenstein
del colapso gravitacional de una estrella. El agujero negro se forma ni
bien la superficie de los conos de luz comienza a apuntar en la misma
direccion del eje temporal; alli es cuando se origina el horizonte de
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eventos: las trayectorias de los rayos de luz quedardn para siempre
confinadas al interior del agujero negro.

observado‘ distante
.

r=0  singularidad R

horizonte p
'
2y ) ~deeventos -

/7
,/ 7 rayos de luz
Yz salientes

Ry

entrantes

tiempo

]@wio

Figura 13: Diagrama de Eddington-Filknstein de una estrella en colapso
gravitacional y la subsiguiente formacién de un agujero negro.

superficie de la estrella

La evolucién dindmica del interior de una estrella en colapso gravi-
tacional depende fundamentalmente de las propiedades de la materia
estelar, descriptas por su correspondiente ecuacién del estado. El caso
mas simple fue estudiado por primera vez por Oppenheimer & Snyder
1939: la estrella se modela como una nube esférica de polvo, esto es,
sin presion p = 0. El tensor de energia impulso toma la forma:

™Y = putu?, (2.144)

donde p es la densidad de energia y u* la cuadri-velocidad del fluido.
Los coeficientes de la métrica quedan completamente determinados
resolviendo las ecuaciones de campo de Einstein; el elemento de linea
resulta idéntico al del modelo cerrado de Friedmann:

2
2

(2.145)

ds? = —dt? + R?(r, t) [] dr +r2dQ2] .
Aqui R(, t) representa el factor de escala, y se han tomado unidades
de ¢ = 1. Dado que el polvo no radia, la solucién exterior es la del
espacio-tiempo de Schwarzschild, de acuerdo al teorema de Birkhoff
[Birkhoff & Langer, 1923]:

La geometria del espacio tiempo fuera de una distribu-
cién esféricamente simétrica de materia es la geometria de
Schwarzschild.

El teorema de Birkhoff implica que movimientos estrictamente ra-
diales no perturban la métrica del espacio-tiempo; es por ello que
pulsaciones radiales de estrellas no producen ondas gravitacionales.

Las ecuaciones relativistas que describen el colapso gravitacional
esféricamente simétrico de un fluido adiabético ideal (sin viscosidad,
conduccién de calor, y radiacién) con presiéon fueron obtenidas por
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Misner & Sharp 1964. El tensor de energia impulso asociado a este
fluido ideal es:

™ = (p+e)utuY +pgt”, (2.146)

donde € es la energia interna del fluido por unidad de volumen propio.
El elemento de linea en coordenadas coméviles es:

ds? = —e?®dt? +etdr? + R2d0?, (2.147)

dQ? = de?% +sin?0de?. (2.148)

Dado que la solucién es dindmica las funciones ¢, A, y R dependen
no sdlo de la coordenada radial r sino también de la coordenada
temporal t y quedan completamente determinadas por las ecuaciones

de Einstein. Las componentes de la cuadri-velocidad en coordenadas
comoviles son:

ut = e ¢,
ut = 0; i=r1,0, 0. (2.149)

Las ecuaciones pueden escribirse en forma simple introduciendo la
cantidad U que representa la velocidad relativa UdO de particulas del
fluido adyacentes en la misma esfera de radio constante r:

U=D{R=e *R, (2.150)

siendo Dy la derivada de tiempo propio comovil:

0 0
Di=u I e (at>r' (2.151)

En vez de trabajar con la funcién A(r, t), se introduce otra funcién
denotada m(r,t) definida como:

2m(r,t 1 79R\?
e}\(r't} =0rr = [] +U2 — ](2 ):| <a1‘> . (2'152)

El conjunto completo de ecuaciones dindmicas de Misner y Sharp
para el colapso gravitacional esféricamente simétrico son:

DR = U, (2.153)
Dym = —4nR%pl, (2.154)
2 _ —1
DU = _ 1+ U”—2mR ap
E+p oR/,
m + 47R3
- T‘P, (2.155)
om 2
<6R>t = 47mR%e, (2.156)
e? = (—goo)/?=1/n, (2.157)
( dA > B 4mR%*n oR (2.158)
dr /o (14+U2—2mRr-1)"/20r’ '

Enla Ec. 2.157 h =u+pv = (e + p) /n es la entalpia especifica, n(r,t)
la densidad de bariones, v = 1/n el volumen especifico, y u = ev la
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energia interna especifica. En la Ec. 2.158 dA representa la cantidad
de materia en una dado cascarén esférico definida para un rango
coordenado dr fijo.

El conjunto de ecuaciones 2.153, 2.154, 2.155, 2.156, 2.157, Y 2.158
junto con la ecuacién de estado del fluido determinan la evolucién
dindmica del colapso esféricamente simétrico de la estrella. Si p =
0, se recuperan los resultados de Oppenheimer & Snyder 1939. Si
p # 0, el sistema de ecuaciones anterior s6lo puede ser resuelto
en forma numérica. Por otro lado, para obtener cualquier solucién
es necesario especificar los valores de las condiciones iniciales para
R(r,0), m(r,0), y U(r,0). Ademas, se requiere que la solucién cumpla
con las condiciones de contorno:

p=0 para r=r1gp = constante, (2.159)

donde T, define el limite exterior de la distribucién de materia;
luego, m(rsyup,t) = M es constante y la métrica interior puede pegarse
en forma continua en la superficie 1 = 15, a una métrica exterior
de Schwarzschild de masa M. Es ademds necesario que en r = 0 las
funciones R, m, y U se anulen.

El sistema de coordenadas utilizado en las ecuaciones de Misner
y Sharp presenta severas desventajas para el cdlculo numérico. Si la
configuracién que se estudia colapsa a un agujero negro, una singula-
ridad de coordenadas aparece y ya no es posible continuar integrando
el sistema de ecuaciones [Baumgarte & Shapiro, 2010].

Este problema numérico fue resuelto por Hernandez & Misner 1966;
éstos introdujeron una coordenada nula u y transformaron el sistema
de ecuaciones de Misner y Sharp a un sistema de coordenadas deno-
minado “coordenadas para observador temporal3”. Las principales
ventajas que presentan las ecuaciones de Hernandez-Misner es que
las nuevas coordenadas siempre se mantienen por fuera del horizonte
de eventos. Esto implica que no s6lo no se producen singularidades
de coordenadas sino que tampoco aparece la singularidad fisica de
curvatura.

2.5.2  Formacién de agujeros negros supermasivos

Los agujeros negros supermasivos (10°Mg < M < 10°M) pueden
formarse a partir de una variedad de procesos que acontecen en el cen-
tro de las galaxias [Rees, 1984]. Una cantidad significativa de agujeros
negros supermasivos pudieron haberse originado durante “la edad
oscura del universo”, luego de la primera combinacién de protones
y electrones [Volonteri, 2010]. Algunos de los procesos involucrados
en esta etapa de formacién temprana son [Romero & Vila, 2014]: 1)
colapso gravitacional de la primera generacion de estrellas, denomi-
nadas estrellas de Poblacién I1I, 2) inestabilidades globales dindmicas
en cimulos masivos de gas, 3) colisiones entre estrellas en el ntcleo
de ciimulos estelares muy compactos, 4) colapso de materia oscura, 5)
fluctuaciones de densidad en el universo temprano.

3 Observer time coordinates.
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Figura 14: Esquema de posibles caminos evolutivos para la formacién de un
agujero negro supermasivo [Volonteri, 2010].

Durante el proceso de colapso gravitacional, cualquier asimetria
queda suprimida mediante la radiacion de ondas gravitacionales de
manera tal que el agujero negro resultante queda completamente ca-
racterizado por solo 3 parametros: masa M, momento angular ], y
carga eléctrica Q. Las propiedades y estructura del objeto colapsado
parecen eliminarse completamente; lo mismo ocurre durante el proce-
so de acrecion de materia por el agujero negro: la entropia asociada al
objeto acretado desaparece luego de que éste atraviesa el horizonte de
eventos.

Wheeler fue el primero en notar que si no ha de abandonarse
la Segunda Ley de la Termodindmica, el material acretado por un
agujero negro no s6lo debe transferir su masa, momento angular y
carga eléctrica, sino también su entropia. Comienza asi, el estudio de
la termodindmica de agujeros negros, que se tratard en el préxima
seccion.

2.6 LEYES DE LA TERMODINAMICA DE AGUJEROS NEGROS

La aplicacién de la teoria cudntica de campos a la regién cercana
al horizonte de eventos resulta en la predicciéon de radiaciéon térmica
[Hawking, 1974, 1975]. Una temperatura, luego, puede asociarse al
horizonte de eventos:

he3 M
®H 87[GkBM o < M > ’ (2 160)

donde h representa la constante de Planck, y kg denota la constante de
Boltzmann. De la ecuacién anterior puede notarse que la temperatura
de Hawking es extremadamente pequefia para agujeros negros de
masa estelar y agujeros negros supermasivos. Los efectos cuanticos
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de evaporacién son importantes para mini-agujeros negros?, tales
como agujeros negros primordiales de poca masa, y micro agujeros
negros, de naturaleza hipotética, en teorias de la gravitaciéon de muchas
dimensiones. Hasta el momento no ha podido probarse de forma
empirica la existencia de la radiacion de Hawking.

Antes del descubrimiento de la radiaciéon de Hawking, Bekenstein
[Bekenstein, 1972, 1973] noté que las propiedades del drea del horizon-
te de eventos de un agujero negro se asemejaban a las de la entropia,
y propuso la siguiente relacion:

A

= —. (2.161)
az,

SBH

Aqui Sy denota la entropia del agujero negro y A la superficie del
horizonte de eventos. Para un agujero negro de Schwarzschild:

16nG2M?
Aschw = 47TT§ChW = A (2.162)
En el caso de un agujero de Kerr-Newman, el drea es:
a2
Axkn = 4m <T‘i + (:2> (2.163)

a?

GM 1 2
= 47 <C2+C2\/GZM2—GQ2—GZ> +C7

La expresion 2.163 se reduce a la 2.162 para a = Q = 0.

La formacién de un agujero negro implica un crecimiento extraordi-
nario en la entropia; por ejemplo, una estrella tiene una entropia ~ 20
veces menor que el correspondiente agujero negro de igual masa. Este
incremento colosal de entropia esta relacionado con la pérdida de toda
la estructura del sistema original (e.g. la estrella) una vez formado el
agujero negro.

Las 4 leyes de la termodindmica de agujeros negros fueron formu-
ladas por Bardeen et al. 1973, haciendo una analogia entre drea y
entropia. Estas se presentan a continuacion:

Ley cero (equilibrio térmico). La gravedad superficial k (temperatura)
de un agujero negro estacionario axialmente simétrico es constante en todo
punto de su superficie.

Esta ley fue probada por Bardeen & Press 1973 suponiendo que se
cumple la condicién de energia dominante (ver Apéndice B).

Se denominan mini-agujeros negros a agujeros negros cuyas masas estin muy por
debajo de la masa solar. Estos podrian haberse formado a partir de fluctuaciones
primordiales de densidad. De haberse originado ~ 10723 s luego del Big Bang,
su masa serfa de ~ 10'> g. Agujeros negros de esta masa o menor ya se deberian
haber evaporado. Hasta el momento no hay evidencia observacional que apoye
la existencia de agujeros negros primordiales [Carr et al., 2010]; se ha sugerido
que agujeros negros que se hayan evaporado luego de la época de recombinacién
(aproximadamente 3,8 x 10° afios luego del Big Bang) podrian ser una fuente de
reionizacién del universo, (e.g. He & Fang 2002).
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Primera ley (conservacion de la energia). Cuando un sistema que contie-
ne un agujero negro cambia de un estado estacionario a otro, su masa varia
como:

dM = ©dSgH + QdJ + @dQ + 5q, (2.164)

donde dJ y dQ son las variaciones del momento angular total | y
de la carga eléctrica total Q del agujero negro, respectivamente, y 8q
es la contribucién al cambio en la masa total debido al cambio en la
distribucién estacionaria de materia exterior al agujero negro.

Segunda ley (la entropia nunca decrece). En cualquier proceso cldsico, el
drea de una agujero negro A, y por ende su entropia Sgw nunca decrece:

ASgHy = 0. (2.165)

Efectos de evaporacién cudntica reducen el drea del agujero negro, y
la desigualdad anterior se viola. Ademas, siendo la radiacién de Haw-
king térmica, la evaporacién del agujero negro se ve acompafiada por
un incremento en la entropia del medio circundante. Si se define una
entropia generalizada S, como la suma de la entropia del agujero negro
SgH y la entropia de la radiaciéon y materia fuera del agujero negro
Sm, la segunda ley sigue valiendo en la siguiente forma generalizada
[Bekenstein, 1974]:

Segunda ley generalizada. En cualquier proceso fisico que involucre
agujeros negros, la entropia generalizada S no decrece:

AS = ASgy 4+ ASp > 0. (2.166)

Tercera ley (ley de Nerst). Es imposible mediante algiin procedimiento,
sin importar cuan idealizado sea, reducir la temperatura de un agujero negro
a cero en una secuencia finita de operaciones.

Israel formulé y prob6 una version alternativa de la tercera ley
[Israel, 1986]: un agujero negro no extremo (M? > a? + Q?) no puede
convertirse en un agujero negro extremo (M? = a? + Q?), en un tiempo
finito avanzado, en cualquier proceso continuo en donde el tensor de energia
de la materia acretada se mantiene acotado y satisface la condicion de energia
débil en la vecindad del horizonte aparente externo.

La imposibilidad de transformar un agujero negro en uno extremo
estd estrechamente relacionada con la imposibilidad de alcanzar un
estado donde una singularidad desnuda apareciese, en cuyo caso la
conjetura de censura césmica se violaria. Existen dos versiones de la
conjetura, llamadas débil y fuerte, formuladas por Roger Penrose.
Ambas se presentan en la préxima seccion.

2.7 CONJETURA DE CENSURA cOsSMICA

Conjetura de censura césmica débil [Penrose, 1969]. El colapso gra-
vitacional total de un objeto siempre resulta en un agujero negro y no en
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una singularidad desnuday; i.e., todas las singularidades producto del colapso
gravitacional estdn “ocultas” por agujeros negros, y no pueden ser “vistas”
por observadores lejanos.

La formulacién anterior es imprecisa ya que, entre otras razones, no
se especifican qué condiciones deben satisfacer los campos de materia.
Dos condiciones naturales para imponer a las fuentes de materia son:
a) Tqp debe satisfacer una dada condicién de energia (e.g., la condi-
ciéon de energia dominante) y b) las ecuaciones acopladas de Einstein
y la materia tienen que admitir una formulacién bien plateada del
problema de valores iniciales.

Conjetura de censura césmica fuerte [Penrose, 1979]. Todos los espa-
cios tiempos fisicos son globalmente hiperbdlicos, i.e., con excepcién de una
posible singularidad inicial (como la singularidad del “big bang”) ninguna
singularidad es jamds “visible” para ningiin observador.

La conjetura de censura césmica no esta probada en la teoria de
la Relatividad General, y por ello no tiene la fuerza de un teorema
de la teoria. La prueba precisa de alguna versiéon de esta conjetura
constituye uno de los problemas méas importantes en la Relatividad
General.

Debe notarse que la conjetura de censura coésmica se refiere a la
formacién de singularidades, y no a la existencia de las mismas. Como
se menciona en la Introduccién, los teoremas de singularidades de
la Relatividad General prueban la existencia de modelos de espacios-
tiempos singulares. Se dedica la dltima secciéon de este capitulo al
andlisis del primer teorema de singularidades, ya que es el que con-
cierne en forma directa a los agujeros negros.

2.8 TEOREMAS DE SINGULARIDADES

Un modelo de espacio-tiempo se dice es singular si la variedad E
es incompleta. Una variedad es incompleta si contiene al menos una
curva inextendible. Una curva vy : [0,a) — E es inextendible si no
hay ningtin punto p en E tal que y(s) — p para a — s, i.e. Yy no
tiene punto final en E. Un dado modelo de espacio-tiempo (E, gqb)
tiene una extension si existe un embedding isométrico 6 : M — E/,
donde (E’, g/,,,) es otro espacio-tiempo y 6 es una aplicacion en un
subconjunto propio de E’. Un modelo de espacio-tiempo singular con-
tiene una curva y que es inextendible en el sentido antes mencionado.
Modelos de espacio-tiempos singulares se dicen que contienen sin-
gularidades, pero esto es un abuso de lenguaje: las singularidades
no son “cosas” en el espacio-tiempo sino caracteristicas patologicas
de algunas soluciones de las ecuaciones fundamentales de la teoria
[Romero, 2014].

El primer teorema sobre espacio-tiempos singulares que no involu-
craba ninguna suposicién de simetria particular fue formulado por
Penrose [Penrose, 1965a]. El teorema fue desarrollado para probar
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la existencia de modelos de espacios-tiempos singulares que descri-
ben el colapso gravitacional de una estrella. A diferencia de la teoria
Newtoniana, en Relatividad General aunque el colapso no fuese exac-
tamente simétrico, una vez que la estrella se comprime por debajo
de su correspondiente radio de Schwarzschild, la formacién de una
singularidad es inevitable. Penrose introdujo dos conceptos claves:
la incompletitud para describir espacios-tiempos singulares y la no-
cién de “superficie cerrada atrapada>”. A continuacién se brinda una
version moderna del teorema de Penrose [Senovilla & Garfinkle, 2014].

Teorema de singularidad de Penrose [Penrose, 1965a]. Si el espacio
tiempo (E, g) contiene una hipersuperficie de Cauchy no compacta L y una
superficie cerrada atrapada hacia el futuro, y si Rgpu®u® > 0 para todo
vector nulo u® (condicion de energia fuerte), luego existen geodésicas futu-
ras nulas incompletas.

Una superficie cerrada atrapada S es una subvariedad bidimensio-
nal (superficie) compacta, sin borde (cerrada) tal que 2 familias de
geodésicas nulas que emergen ortogonalmente de S hacia el futuro
convergen inicialmente. La nocién de trapped surface es independien-
te de las coordenadas y de la existencia de simetrias particulares. Es
por esto un concepto general concebido para representar regiones fini-
tas que estan completamente confinadas por un campo gravitacional
[Senovilla & Garfinkle, 2014].

Los teoremas de singularidades pueden probarse a partir de propie-
dades puramente geométricas del modelo de espacio-tiempo [Clarke,
1993]; no se invoca ninguna ley fisica. Teoremas de este tipo son una
consecuencia del enfoque gravitacional de congruencias [Raychaudhu-

ri, 1955].

5 Closed trapped surface.
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3.1 INTRODUCCION

La existencia de singularidades en algunas soluciones de las ecua-
ciones de campo de la Relatividad General es uno de los problemas
mads importantes atin no resueltos en la descripcién clasica del campo
gravitacional. Las singularidades son caracteristicas indeseables en
cualquier teoria de la gravitacién; el propio Einstein las considera-
ba “intolerables”, como relata Peter G. Bergmann (ver por ejemplo
Earman 1995):

Einstein siempre fue de la opinién de que las singularida-
des en teorias clasicas de campos son intolerables. Estas
son intolerables desde el punto de vista de teorfas clasicas
de campos ya que una regién singular representa un quie-
bre en los postulados de las leyes de la naturaleza. Pienso
que uno puede dar vuelta este argumento y decir que una
teorfa que involucra singularidades, y que las involucra
inevitablemente, lleva en si misma las semillas de su propia
destruccion’...

Los teoremas de singularidades mencionados en el Capitulo 2 no
brindan informacién alguna sobre la naturaleza de las singularidades.
Notese, ademds, que estos teoremas no implican existencia fisica,
bajo ciertas condiciones, de las singularidades del espacio-tiempo
(la existencia material no puede ser implicada formalmente). Los
teoremas de singularidades de la Relatividad General implican que
bajo ciertas hipétesis, las soluciones de las ecuaciones de campo de la
teoria son inevitablemente defectuosas, sefialando la incompletitud de
la teoria [Romero, 2013a].

Una singularidad esencial en las soluciones de las ecuaciones de
campo de Einstein puede estar indicando alguna de dos cosas:

1. Una situaciéon donde la materia es concentrada en un punto
(singularidad tipo espacio).

2. Una situaciéon donde ciertos rayos de luz provienen de una
region con curvatura infinita (singularidad tipo tiempo).

Singularidades tipo espacio son caracteristicas de las soluciones de
agujeros negros descargados no rotantes, mientras que las singulari-
dades tipo tiempo estdn presentes en soluciones exactas de agujeros

“Einstein always was of the opinion that singularities in classical field theory are
intolerable. They are intolerable from the point of view of classical field theory because
a singular region represents a breakdown of the postulated laws of nature. I think one
can turn this argument around and say that a theory that involves singularities, and
involves them unavoidably, carries within itself the seeds of its own destruction...”
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negros cargados o rotantes, donde las curvas tipo tiempo o tipo luz
pueden siempre evitar la singularidad [Romero & Vila, 2014].

Por otro lado, las singularidades pueden clasificarse en singulari-
dades escalares de curvatura y singularidades no escalares. Para ambas, el
tensor de curvatura diverge, pero, en el primer caso, la singularidad
estd relacionada con la divergencia de una cantidad escalar asociada al
tensor de curvatura; en el segundo caso, la singularidad esta relaciona-
da con la divergencia de las componentes del tensor de curvatura en
una sistema de referencia ortonormal que se propaga paralelamente?.
[Ellis et al., 2012].

Las singularidades escalares de curvatura pueden, asimismo, clasifi-
carse de acuerdo a si el escalar de Ricci o el escalar de Weyl (o ambos)
divergen:

» La divergencia del escalar de Ricci implica que la materia o los
campos de densidad y energfa no estdn acotados. El ejemplo
cléasico es el modelo estdandar del Big Bang en el comienzo de los
modelos de universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) para la materia ordinaria, donde Rapuul y Tapuul
divergen para un campo vectorial unitario tipo tiempo u® defi-
nido en forma tnica. El tensor de Weyl es regular es todo punto
en los modelos de FLRW ya que es exactamente cero.

» La divergencia del escalar de Weyl implica divergencias del
campo gravitacional. Esto puede ocurrir atin si la densidad de
materia no diverge; el ejemplo clésico es la singularidad en r = 0
en la solucién de Schwarzschild. El tensor de Ricci es regular
(es cero en todo punto de la solucién de Schwarszchild). El
escalar C*P¢dC pcq x M/1° diverge para r — 0, siendo ésta
una singularidad pura de Weyl.

= Las singularidades escalares de curvatura generales tienen aso-
ciadas tanto divergencias del tensor de Ricci como del tensor
de Weyl, donde ambos RR.b y cabedC v.a divergen. Las
singularidades asociadas pueden ser tipo espacio o tipo tiempo,
como en el caso de algunos modelos de FLRW vy la solucién de
Reissner-Nordstrom.

Existen varias formas en que las singularidades pueden evitarse (ver
por ejemplo Novello & Bergliaffa 2008 para el caso de la Cosmologia),
tanto a nivel cldsico como cudntico. Dado que todavia no existe una
teorfa cudntica de la gravitacion, el problema de las singularidades
en Relatividad General ha sido estudiado cldsicamente de diversas
formas. Un enfoque posible del problema es la introduccién de una
hipétesis de “curvatura limite”, basado en que invariantes construidos
a partir del tensor de Riemann divergen en el limite hacia la singula-
ridad. Una manera adecuada de eliminar la singularidad consistiria,
pues, en imponer un limite al valor de la curvatura, asociado a una
escala fundamental (podria ser la escala de Planck). Esta hipotesis,
propuesta por primera vez por Markov 1982, se implementa exigiendo

2 Parallelly propagated orthonormal frame.
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que cualquier solucién de las ecuaciones de campo se reduzca a una
solucién no singular (verbigracia la geometria del espacio-tiempo de
de Sitter) cuando alguno de los invariantes alcanza su valor limite,
de manera tal que la condicién de energia fuerte se viola ([Penrose,
1965a; Hawking & Ellis, 1968; Hawking & Penrose, 1970]).

Una teoria basada en esta hipoétesis ha sido implementada por
Brandenberger et al. 1993, modificando la dindmica de la Relatividad
General mediante la adicién de términos no lineales. Existe otra estra-
tegia, sin embargo, sugerida por Gliner 1966, que consiste en suponer
que la micro fisica de la materia a muy altas densidades es tal que
una transicién de fase debe ocurrir llevando a cualquier sistema bajo
condiciones extremas a una geometria de de Sitter. Modelos de este
tipo han sido considerados también por Sakharov 1966, Zel’dovich
1968, y Bardeen 1968. En estos modelos la métrica del espacio-tiempo
se comporta como la métrica de Schwarzschild para valores grandes
del radio, y como de Sitter hacia el ntcleo del objeto. Modelos de
agujeros negros regulares que unen en forma directa un sistema cuyo
interior es de de Sitter con la region exterior de Schwarzschild han
sido propuestos por Poisson & Israel 1988, Frolov et al. 1989, 1990 y
Dymnikova 2003.

Una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein que contiene
un ntcleo con un fluido de de Sitter fue hallada por Dymnikova
1992. Esta solucién representa un estado de vacio con un agujero
negro no singular. El tensor de energia-impulso que representa la
fuente de la curvatura provee una “transicién suave de un estado
de vacio estdndar muy lejos de la fuente hacia un estado de vacio
isotrépico para r — 0 a través de un estado anisotrépico de vacio en
la region intermedia [...]. Por el momento dicha capa de material de
transiciéon no puede explicarse a partir de alguna teoria fundamental
que describa la realidad a nivel microscépico” [Dymnikova, 1992].

El estado de vacio anisotrépico fue reemplazado por Mbonye &
Kazanas 2005 por una regién con materia; ésta tiene asociada una
presién tanto radial como tangencial, y una ecuacién de estado que
reproduce en forma suave el espacio-tiempo de de Sitter cerca de
1 =0, y tiende a una politropa para valores grandes de la coordenada
radial, a bajas densidades3.

El objetivo principal de este capitulo es investigar el modelo presen-
tado por Mbonye & Kazanas 2005 para un agujero negro regular en el
que la singularidad se evita mediante el segundo método mencionado
arriba. En particular, se brinda un estudio detallado de los aspectos
termodindmicos de la materia que es la fuente de la curvatura#.

Distintos tipos de soluciones de agujeros negros regulares fueron revisadas reciente-
mente por Lemos & Zanchin 2011, en donde agujeros negros regulares cargados, cuyo
exterior estd descripto por la solucién de Reissner-Nordstrom también se discuten.
Soluciones de agujeros negros regulares sin centro alguno han sido examinadas por
Bronnikov & Fabris 2006; Bronnikov et al. 2007.

Otras caracteristicas del modelo fueron estudiadas por Mbonye et al. 2012. La ter-
modindmica de la materia exética es discutida, entre otros, por Saridakis et al. 2009;
Dymnikova & Korpusik 2011; Silva et al. 2012.
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3.2 MODELO DEL INTERIOR DE UN AGUJERO NEGRO REGULAR

El modelo introducido por Mbonye & Kazanas 2005 representa un
agujero negro regular estdtico, cuya fuente de materia produce en
el origen del sistema un campo gravitacional cuyo comportamiento
es tipo de Sitter, y que hacia el exterior del objeto cambia en forma
suave a una métrica de Schwarzschild. La métrica del espacio-tiempo
apropiada para el andlisis de las propiedades de este sistema tiene la
forma [Mbonye et al., 2012]:

_ 2m(r)

—1
ds? = —B(r)dt? + (1 ) dr? +12(d6? +sin? 0dd?). (3.1)
La ecuacién de estado propuesta por Mbonye & Kazanas 2005 viene
dada por:

2
pr(p) = [cx—(cxH) (p:ax> ] <p:ax> 0, (3-2)

donde p; es la presion radial (la cual debe distinguirse de la presion
tangencial, que es necesaria en estos modelos para satisfacer la ecua-
cién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff5), y o = 2,2135°. La ecuacién
de estado 3.2 describe el comportamiento de la materia que cambia en
forma suave de normal a un nuicleo de “fluido exético”, de forma tal
que pr = —p cuando 1 — 0, como se muestra en la Fig. 15. Luego, para
evitar la presencia de la singularidad en r = 0, la condicién de energia
fuerte se viola en el nicleo del objeto, mientras que la condicién de
energia débil y dominante se satisfacen en todo punto [Mbonye &
Kazanas, 2005].

El perfil de densidad elegido por Mbonye & Kazanas 2005 para
resolver las ecuaciones de Einstein fue propuesto por Dymnikova 1992
y tiene la forma?:

3

0(r) = pmaxe °®3, (3-3)

donde R3 = 8Rsré, Rg es el radio de Schwarzschild,

3 1/2
o=\ (3-4)
0 87Pmax ’

Y Pmax €s del orden de la densidad de Planck. De la Ec. 3.3 se infiere
que la mayor parte de la masa del objeto estd contenida dentro de una
esfera de radio R muy por debajo del radio del horizonte de eventos,
siendo R el radio de la superficie de la materia. La densidad tiene una

5 Como se muestra en Cattoen et al. 2005, para poder satisfacer la ecuacién de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff, se debe introducir una presién anisotrépica cuando se tienen
espacio-tiempos esféricamente simétricos y fuentes de campo gravitacional dadas por
fluidos perfectos con presiones negativas en algtin intervalo de la coordenada radial.

6 Este valor de « fue elegido para que la velocidad del sonido esté siempre acotada
por la velocidad de la luz [Mbonye & Kazanas, 2005].

7 MK supusieron de manera implicita que p = 0 para r > R, aunque esto no es estricta-
mente correcto. La caida en el perfil de densidad, sin embargo, es lo suficientemente
fuerte como para considerar la aproximacién anterior correcta.
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Figura 15: Presion radial en funcién de la densidad.

transicién suave de un estado de de Sitter en el centro del objeto a un
estado de vacio para r > R, siendo el material en la regiéon intermedia
no inflacionario, situaciéon ya predicha por Poisson & Israel 1988.
Si se toma el limite v — oo de la Ec. 3.1, m(r) — M, y la métrica ex-
terior (r >> Rg) tiende asintéticamente a la métrica de Schwarzschild.
La estructura del interior del agujero negro estd caracterizada por la
siguientes regiones, tal como se describe en Mbonye & Kazanas 2005:

1. Region de materia exodtica:
0<T< 1, =04R, (3-5)

donde R es el radio del objeto compacto dentro del horizonte.
En el nicleo de esta region la métrica es de Sitter.

2. Regién de materia normal:
04AR <r <R (3.6)

El nticleo de de Sitter soporta esta region evitando el colapso de
la misma.

3. Regién de vacio de Schwarzschild:
R<r<ry,=2M, (3.7)

donde 1, = Rg = 2M es el radio del horizonte de eventos. En
esta region el tensor de Ricci es nulo.

Debe notarse que en el centro geométrico del objeto, la métrica
del espacio-tiempo es exactamente de Sitter, y para v > R tiende
rdpidamente a Schwarzschild.

En la Fig. 16 se muestra el gréfico de la presion radial en funcién de
la coordenada radial. En el centro del objeto, la presién estd represen-
tada por la ecuacién p = —p, y tiende a cero para v/R = 1, la superficie
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de la region de materia. La presion radial tiene otro cero localizado
en /R = 0,28, dos puntos de inflexién en r/R = 0,26 y /R =0,5, y
un méximo absoluto en /R = 0,4. La regién de materia exdtica (en la
cual la presioén decrece a medida que la coordenada radial disminuye)
ocupa la regién r/R < 0,4%.

p/omax

= . n L M| T T Y (R T !
0a 02 04 0.6 08 1.4

/R

Figura 16: Presién radial en funcién de la coordenada radial.

La solucién de las ecuaciones de Einstein Gt = —8nT}, con:

TH =diag(p(r), pr (), pL(T), pL(T)),

para la métrica dada por 3.1 y la ecuacién de estado 3.2 tiene la forma
[Mbonye et al., 2012]:

T2 1
B(r) = epr 5 [m(r’) +47'cr’3prf] | 7m0y dr’. (3.8)
=
La masa total del objeto esta dada por:
R
M = JO m(r)dr, (3.9)
donde:
N
m(r) = 47[J p(r)r'2dr’. (3.10)
0

Las ecuaciones 3.8 y 3.10 describen la geometria del espacio-tiempo
de un agujero negro regular propuesta por Mbonye & Kazanas 2005.
Dado que la ecuacién de estado y la densidad en funcién de la coor-
denada radial r fueron especificadas en Mbonye & Kazanas 2005, la
presion tangencial en términos de las cantidades anteriores puede
derivarse a partir de las ecuaciones de Einstein. En forma explicita:

m(r) + 4mrdp,

— _,_I/_i_l( +p) (3.11)
PL="Pr zpr Pr p r— Zm(r) 3.

2

8 Si bien este perfil se asemeja cualitativamente al grafico de la presién radial de una
gravastar [Cattoen et al., 2005], el modelo de Mbonye & Kazanas 2005 posee un
horizonte de eventos, el cual estd ausente en gravastars.
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En la Fig. 17 se muestra un gréfico de la presion tangencial en funcion
de la coordenada radial.
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Figura 17: Presién tangencial como funcién de la coordenada radial.

Es importante enfatizar que la forma en que Mbonye & Kazanas
2005 obtienen su modelo de agujero negro regular difiere del trata-
miento usual para la resolucién de las ecuaciones de campo de la
Relatividad General. A diferencia de, por ejemplo Horvat et al. 2011,
las ecuaciones de estado y la forma de p(r) son propuestas, mientras
que habitualmente, s6lo se dan dos relaciones entre las cantidades
Pr, PL Y 0. Enla Seccién 3.5 se mostrard que la elecciéon de Mbonye
& Kazanas 2005 tiene consecuencias importantes en el andlisis de las
perturbaciones a las ecuaciones de Einstein.

3.3 TERMODINAMICA DE LA MATERIA INTERIOR AL HORIZONTE
DE EVENTOS

Siguiendo el tratamiento de Mbonye & Kazanas 2005, suponemos
que el objeto ha alcanzado una configuracién de equilibrio estético
(i.e. dentro del agujero negro, la fuerza ejercida por el campo gravita-
cional estd balanceada por la repulsiéon debido a la materia exética).
Consideramos también que la materia se encuentra en equilibrio ter-
modindmico. Como mostraremos maés abajo, los resultados obtenidos
bajo estas hipétesis son incorrectos y, por lo tanto, esto implica que el
sistema es inestable dindmicamente y termodindmicamente.

La temperatura de la materia como funcién del radio puede ser
estimada mediante las leyes de la termodindmica:

TdS = d(pV) +p:dV, (3.12)

donde dV es un elemento de volumen en el sistema de referencia
propio del fluido [Misner et al., 1973]. De la esta tltima ecuacién,
usando que 02S/0VOT = 02S/0ToV:

(p+ pr)

dpr = ———dT. (3.13)
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Reemplazando 3.2 y 3.3 en 3.13 se tiene:
dT  2[oc—2(c+1)(p/Pmax)?] dp
T pmax+[a— (o4 1)(p/Pmax)?] p’

de cuya integracion obtenemos la féormula para la temperatura en
funcién de la coordenada radial:

(3.14)

TT = [1 +oe 8T/RY (oc+ 1)6*2‘”3/'23}4/3 e=(1), (3.15)
sup

donde Tsup denota la temperatura del campo de materiaenr =R,y

_ 813 /R3

oed(p/Pmax)
1+ &(p/Pmax) — (x+1)(p/Pmax)3

2(r) = éL (3.16)

3.5 ' A
\
30 / S
25F / (!
- 1
N 20 /
| . AN
=~ L3 \‘\
-
LOE e
0.5
//.
00— BB md o : Lo Lo
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

/R

Figura 18: Temperatura en funcién de la coordenada radial dentro del agujero
negro, dada por 3.15. Tgyp denota la temperatura de la materia en
r=R.

En la Fig. 18 mostramos la temperatura de la materia en funcién
del radio. Se observa que la temperatura tiende a cero absoluto cerca
del ntcleo del objeto. Como en el caso de la presion radial (ver Fig.
16), se tiene un tnico maximo en r/R = 0,4. Los puntos de inflexién
de T(r) se encuentran en v/R = 0,31 y /R = 0,57.

Una expresion para la entropia en funcién de las coordenadas puede
derivarse sustituyendo 3.15 en 3.12:

(p+P)
T
Graficamos el resultado en la Fig. 19. La entropia tiende a cero

cuando v — 0 cumpliéndose asi el Teorema de Nerst, y tiene un

maximo cerca de r/R = 0,4, en la region de mayor densidad de la
materia normal.

La densidad de entropfa de la materia dentro del agujero negro
regular puede también calcularse, y viene dada por:

S =

V. (3.17)

s :(p/pmax)“+0€(p/pmax)—(o(—|—])(p/pmax)3]*1/3 8
SR/2 0,2076e(2/3) J§ acdplpmaxtop—(ot1) (03 /pfax) 17! 3-
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Figura 19: Entropia de la materia en funcién de la coordenada radial dentro
del agujero negro. Sgyp denota la entropfa de la materia en r = R.

En las Figs. 20 y 21 mostramos los graficos de la densidad de
entropia en funcién de p y r: la densidad de entropia diverge en el
origen dado que el volumen se hace nulo. La densidad de entropia en
funcién de la densidad tiene un tnico punto de inflexién en p/pPmax =
0,73 que estd localizado en v/R = 0,34.

La velocidad del sonido radial como funcién de la densidad de
energia puede calcularse mediante vZ = dp/dp (tomando ¢ = 1):

v = 2e 8 /R [oc—Z(oc—|—1)e_‘6T3/R3 . (3.19)

Graficamos el resultado en la Fig. 22. De las Figs. 16 y 22, advertimos
que la velocidad del sonido es cero para el valor de /R en que la
presiéon es maxima. Ademas, la velocidad del sonido alcanza valores
complejos en la region v/R < 0,4, en acuerdo con la pendiente negativa
de la ecuacién de estado en funcién de la densidad (ver 3.2 y Fig.
15). Las ondas sonoras no se propagan en la regién r/R < 0,4 como
consecuencia del comportamiento exético que alli tiene la materia: una
variacion en la presién causa una expansion en vez de una compresion.

Para analizar el equilibrio termodindmico de la materia, calculamos
primero la energia libre de Helmholtz, dada por F =U—~TS = —pV.
En forma explicita:

e ()] () 6o
FO,ZR B 01018 Pmax Pmax 3 R B

En la Fig. 23 mostramos el gréfico de la energia libre de Helmholtz F
como funcién de la coordenada radial.

A partir de la funciones termodindmicas derivadas en esta seccién,
procederemos a discutir el equilibrio termodindmico y dindmico del
agujero negro regular.
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Figura 20: Densidad de entropia de la materia en funcién de la densidad.
Ssup denota la entropfa de la materia en v = R.

3.4 EQUILIBRIO TERMODINAMICO DEL INTERIOR DEL AGUJERO
NEGRO REGULAR

Una condicién para que un sistema se encuentre en equilibrio ter-
modindmico estable es que, para un dado valor de entropia y volumen,
la energia debe ser minima. Esto es equivalente a imponer la siguiente
condicién sobre el calor especifico a volumen constante:

Cv >0. (3.21)
La dependencia de Cy con la coordenada radial puede ser calculada
de:
ds
=T(—=) . .
Cv < dT) y (3-22)

Usando las expresiones deducidas en las secciones anteriores, obtene-

mos:
1 1 [ 2 P
CV _ 1 Pmax ( + |:(X B (0( + ) ( Pmax ) :| pmax>

v = o7 (3-23)
\% 2T 2
[oc—Z(oH— 1) (pgax) }
Para r =R, p es cero, y 3.23 tiene la forma:
CVsup Pmax
= . 2
Vap  20Teup (-24)

Introduciendo esta expresiéon como una constante de normalizacién

en 3.23:
o1+ oc—(oc—H)(p)z P
3 Pmax Pmax TSLlp

S (T . G
Cvsup (R) {“f‘z(“*‘])<psw)z} T (325
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Figura 21: Densidad de entropia de la materia en funcién de la coordenada
radial. Ssup denota la entropfa de la materia en v = R.
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Figura 22: Velocidad del sonido en funcién de la coordenada radial.

El gréfico del calor especifico a volumen constante estd en la Fig.
24: el calor especifico es negativo para r/R < 0,4 y positivo para
/R > 0,4. En v/R = 0,4 no estd definido. El cambio se signo en Cy
puede entenderse a partir de las Figs. 18 y 20, teniendo en cuenta que

3.22 puede también escribirse como:

__[dS dp
ov=1(5), (&), 020

Dado que la pendiente de la entropia como funcién de la densidad
es siempre positiva, el cambio de signo queda determinado por dp/dT,
que también puede escribirse como dp/dT = (dp/dr) (dr/dT). La
densidad como funcién de la coordenada radial r es una funcién
exponencial decreciente, luego dp/dr < 0 para cualquier valor de
1. De la Fig. 18 advertimos que para r/R < 04, dr/dT > 0y dp/dT
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Figura 23: Energfa libre de Helmholtz como funcién de la coordenada radial.
Fo,2r denota la energia libre de Helmholtz en v/R = 0,2.

se vuelven negativas en dicha regién; por otro lado para r/R > 04,
dr/dT <0y dp/dT > 0 en la regién de materia normal.
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Figura 24: Calor especifico a volumen constante como funcién de la coorde-
nada radial en el interior del agujero negro. Cysyup denota el calor
especifico a volumen constante en v = R.

De manera similar, calculamos el calor especifico a presién constante,
que esta definido como:

ds
Co=T <dT>p. (3-27)

El resultado es:

o
Cp/Cpsup = 7 (3.28)
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donde:

3 2
ﬁ - 8(%> _]_pnplax [a_(a+])<pfiax) ]’ (329)

2
f, = 1+ P oc—(oc—H)( P ) . (3-30)
pmax pmax
. . |' . . _
101 | ;-
| il
Z 05 .' #
o ,'I //
S | %
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Figura 25: Calor especifico a presién constante como funcién de la coorde-
nada radial en el interior del agujero negro. Cpgyp denota el calor
especifico a presién constante en r = R.

Mostramos el gréfico del calor especifico a presién constante en la
Fig. 25. Notamos que C, = 0 en /R = 0,57; este punto coincide con
uno de los puntos de inflexién de la temperatura. Para r/R < 04 y
T/R > 0,57 C;, es positivo, mientras que en la regién 0,4 < v/R < 0,57,
C, resulta negativo. Resulta ttil reescribir la férmula 3.27 como:

ds dr
C —T<> () . (3.31)
p dr ), \dT/,

para comprender el cambio de signo en el calor especifico a presion
constante. De la Fig. 19 vemos que dS/dr > 0 para r/R < 0,57 y
dS/dr < 0 para r/R > 0,57 y dado que la pendiente de la temperatura
como funcién del radio es positiva para r/R < 0,4 y negativa para
T/R > 0,4 (ver Fig. 18), C,, presenta un cambio de signo en r/R = 0,57.

El comportamiento discontinuo de C, como también de Cy en
/R = 0,4 es tipico de una transicién de fase de segundo orden; este
hecho nos sugiere que el sistema es termodindmicamente inestable.
Estos resultados ademdas muestran que los calores especificos no estan
definidos para el valor de r/R donde la velocidad del sonido se hace
cero, lo cual refuerza la hipétesis de la existencia de una regién de
inestabilidad en la region de materia normal. El cambio de signo en
ambas cantidades termodindmicas se debe a la presencia de materia
exética en el ntcleo del objeto. Esto no ocurre en sistemas que s6lo
estdn constituidos por materia normal.
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Se llega a esta misma conclusién al examinar el grafico de la com-
presibilidad isotérmica k1, definida como:
1 /oV
KT ="y <3P>T’ (332)
que es una funcién de r/R. La condicién de equilibrio en este caso es
Kkt > 0.
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Figura 26: Compresibilidad isotérmica como funcién de la coordenada radial
en el interior del agujero negro. k1 g/, denota la compresibilidad
isotérmica en r = R/2.

En sintesis, las discontinuidades presentes en las derivadas segun-
das de las funciones de estado (junto con la continuidad de las fun-
ciones de estado y de sus derivadas primeras respectivas, como se
ha mostrado en los gréficos) parecen indicar que la materia dentro
del agujero negro no se encuentra en equilibrio termodindmico. Es-
ta conclusién se ve reafirmada al estudiar el comportamiento de la
velocidad transversal como funcién de la coordenada radial r:

vi= d;;- (3:33)
La funcién v (r) puede calcularse de 3.2 y 3.11 y presentamos su
gréfico en la Fig. 27.

Al analizar esta ultima figura no sélo se evidencian las inestabi-
lidades discutidas arribas, sino que ademads se descubre una nueva
inestabilidad en la regién de materia normal del objeto.

3.5 EQUILIBRIO DINAMICO DEL INTERIOR DEL AGUJERO NEGRO
REGULAR

Para estudiar la estabilidad dindmica del sistema fisico dentro del
agujero negro regular, es necesario un analisis detallado del problema
de Sturm-Liouville asociado a las ecuaciones perturbadas de movi-
miento para el fluido y la métrica, respectivamente. Antes de desa-
rrollar dicho andlisis, discutiremos algunos argumentos que parecen
sugerir que el sistema es dindmicamente inestable.
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Figura 27: Velocidad del sonido tangencial como funcién de la coordenada
radial.

Como mostramos en la Seccién 3.3, en la regién de materia exética
no hay propagacién de las ondas de sonido. La ecuacién para la
velocidad radial del sonido, en la regiéon de materia exética, puede
escribirse como:

Ap
2 _
vy = Ao’ (3-34)

y de esta tltima expresion obtenemos para la presién en funcion de la
densidad:

Ap = —VviAp. (3-35)

Si la presién aumenta, la densidad decrece; pero si la densidad decre-
ce, la presién continua creciendo. En este proceso, tanto la densidad
como la presion estan relacionados mediante 3.35 de forma tal que
si el sistema se perturba, el fluido nunca detiene su expansién. Suge-
rimos entonces que la gran acumulacién de energia en este proceso
de expansién continua puede llevar a divergencias que indiquen la
inestabilidad del sistema.

Para estudiar la estabilidad de un sistema sometido a presiones
tangenciales con perturbaciones en la direccién radial, se hard un
estudio perturbativo de las ecuaciones de campo de Einstein como
de la ecuacién de estado siguiendo el procedimiento usual (ver por
ejemplo Hillebrandt & Steinmetz 1976). El objetivo es obtener una
ecuacién diferencial para la cantidad &(r, t) que representa un pequefio
desplazamiento radial del fluido respecto de su posicién de equilibrio
al tiempo t, esto es, (1, t) =10 + &(1, t).

Los coeficientes no perturbados de la métrica A(r), B(r), y las va-
riables termodindmicas no perturbadas se denotardn con un subin-
dice cero. Sus correspondientes perturbaciones se denotardn dA(r,t),

6B(T/ t)r 6pr(T1 t)/ 5PL(T/ t) y 6p(rl t)
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Luego de cierta manipulacién algebraica (que se asemeja a la pre-
sentada en Hillebrandt & Steinmetz 1976) obtenemos las ecuaciones
para las perturbaciones:

0 [(TdA
87TT'269 — ()/ (336)
or A%
, 196A 1
8né(po+py) = T ot A2 (3:37)
0
0 /6B dBo 0A dA
R e e ] '
TIr=0Pr Ao |:6T <BO> dr Ao] A%, (3 38)
T 08P, r dBy
PL T gr TP g, gy (P00
r 0 (6B TAg%E]
n [“T <Bo> +2806t2] (pr +Po)- (3-39)

El sistema anterior presenta 6 incognitas, siendo ésto una consecuencia
de la eleccion hecha por Mbonye & Kazanas 2005 (una ecuacion de
estado y la forma explicita de la funcién p(r)) para determinar su
modelo de agujero negro regular.

La ecuacién 3.37 puede integrarse respecto al tiempo?:

5A
Ag ~ 8mleo + )AL, (3-40)

Si se despeja OB de 3.38 obtenemos:

d (5B SA [ 1 dBy 1
22 = 8mrAgsp + o (-0 1), .
or <Bo> TrAOPr AT (Bo dr +r> G-41)

El conjunto final de ecuaciones tiene la forma:

0 /1A
2 — R
rridp = (A% ) (3-42)
d
Spr+ (p9)'E = ((g) (8p + phé), (3-43)
0

T 0dpr r dBj
pL = 55, +6pr+4BO 4 (OPr+p) (3-44)

ro (OB T Ag 0%¢ 0
* <4 or <B0> 28, at2> (Pr +p0),

dA

Ay —8mr(po +po)Aoé, (3-45)
0 (6B dA (1 dBy 1
a <Bo> = 8nrAodpr + Ao <Bodr + r) . (3.46)

Proponemos para la funcién &(r,t) la forma &(r,t) = o(r) expiwt
que da lugar en el sistema de ecuaciones anteriores a una ecuacién
diferencial inhomegénea de segundo orden para la funcién o(r):

Ax(1)o” (1) + Ci (1) 0’ (1) + [Bu (1) + WD ()] o(r) = TT(r), (3.47)

donde hemos utilizado dp (1, t) =TI(r) exp iwt.

9 Elegimos la constante de integracion de manera tal que dA(r,t) =0 si dr = 0.



3.5 EQUILIBRIO DINAMICO DEL INTERIOR DEL AGUJERO NEGRO REGULAR 61

Esta ecuacion define un problema de Sturm-Liouville (SL) inho-
mogéneo, siendo la inhomogeneidad una consecuencia directa de la
forma en que fue obtenida la solucién de Mbonye & Kazanas 2005,
como mencionamos anteriormente.

El dominio de la variable r en la ecuacion 3.47 es v € [0, 1], usando las
condiciones de contorno o(r) =0, 0(1) =0,y [6p(1,t) + p(’)(1,t)£(1,t)} =
0 [Hillebrandt & Steinmetz, 1976]. Los coeficientes A, (1), B« (1), Cx(7),

y D(r) estdn dados por:

T dp
A*(T') E (pr + pO) <dp)oi (348)
B, (r) =Bq(r) +Ba(r) + B3(r) + Ba(r), (3-49)
donde
1
Bi(r) = 87[7‘1/“)0@ (3-50)
q'(r) = %[—SmZ (po+p)],
_ 1o (dp dp r dBo
* = 26T<dp> +<dp>oz( I+ 3Bs ar
s) = 14380 42, (P2 + po)
4B, dr 0\Pr T Po)
B,(r) = % (v), (3.51)
2 /d D , [dp\ 0p!
0 = 5 (o) 6o 00+ (), 5
o/ 1 d
Bg(T) = %a (STfTZq (T)) (dz)ol (352)
Ba(r) = —87r (po + p2) Ao H (InBo) + 1} , (3:53)
Cu(r) =Cy(r) + Ca(r) + C3(r), (3-54)
1
Ci(r) = g—34x, (3-55)
q = _87TT (pO +p1(‘))/
d

a0 =3 |(E2) os—vi] (.56

C3(r) = 1 <—q + q’) , (3-57)
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TA
D,(r) = _EBT? (P% + po) - (3.58)

Para una dada T1(r), la ecuacién 3.47 puede resolverse utilizando el
método de la funcién de Green (ver por ejemplo Morse & Fesbach
[1953]). Como mostraremos a continuacién, sin embargo, el problema
de Sturm-Liouville definido por la ecuacién 3.47 posee un punto
singular. Consideramos la ecuacién [Zettl, 2005]:

—(py") + qy = Awy, (3.59)

que corresponde al problema de Sturm-Liouville homogéneo definido
en ] =(a,b), con —oo < a <b < oco. El autovalor Aestal que A € C, y
P,q, Wy y son funciones de x. Suponemos ademds que:

1
El q,we I—loc (]/ C) ’ (360)

donde Ljy (J,C) denota la variedad lineal de funciones y que satis-
facen y € L ([x, B],C) para todos los intervalos compactos [«, 3] C J.
L (J,C) denota la variedad lineal de funciones complejas de Lebesgue
y definidas en ] para las cuales:

a

b
j |y(t)|dtzj y(t)] dt = J y(t)] < co. (3.61)
J ]

Siguiendo Zettl 2005, presentamos las siguientes definiciones™:

» El punto final (endpoint), finito o infinito a es regular si
1
61 q,W S I_((Cl, d)/C)/ (362)
para algin d € J.

= Un punto final se denomina singular si no es regular.

Las definiciones son analogas para r = b.

Para determinar si a = 0 es un punto regular o singular en nuestro
problema, definido por la Ecuacién 3.47, mostramos en la Fig. 28 un
gréfico del coeficiente A, en funcién de la coordenada radial.

Se observa que A,(0) = A,(0,4) =0, A, (r) <Oparar € (0,04),y
A.(r) >0 parar e (04,1). Luego, 1/A, ¢ L((0,d),C) para cualquier
d € (0,1). Concluimos entonces que el punto final a = 0 es singular.

Si un punto final es singular, puede clasificarse como punto limite o
circulo limite. De acuerdo a Zettl 2005,”hay escasa literatura sobre la
dicotomia LP/LC (punto limite- circulo limite) cuando los 3 coeficien-
tes en la ecuacién de Sturm-Liouville estdn presentes''”. En particular,
“parece no haber literatura en el criterio LP/LC cuando p cambia de
signo*”.

Debido a la complejidad del problema, cuya resolucién matemadtica
dista de conocerse, se atacard el problema en una publicacién futura.

Aqui ] es un intervalo de la recta real, abierto, cerrado, semi abierto, acotado o no
acotado.

“There is hardly any literature on the LP/LC (limit point-limit circle) dichotomy
when all three coefficients are present in the SL equation”.

“There seems to be no literature on LP/LC criteria when p changes sign”.
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Figura 28: Coeficiente A, como funcién de la coordenada radial.

3.6 CONCLUSIONES

Hemos mostrado que las cantidades termodindmicas que describen
la materia, que es la fuente en el modelo de agujero negro regular
propuesto por Mbonye & Kazanas 2005, indican que la region de
materia exética es inestable. Por otro lado, hemos presentado cierta
evidencia que muestra la inestabilidad dindmica del modelo. Dicha
evidencia viene dada por los gréficos de v, y v (ver Figs. 22 y 27). En
particular, este tltimo indicarfa la presencia de un segundo tipo de
inestabilidad dindmica en la regién de materia normal del objeto. Estos
resultados podrian confirmarse mediante un andlisis perturbativo (que
serd presentado en el futuro), basado en las ecuaciones de la Secciéon

3-5-






ENTROPIA GRAVITACIONAL DE AGUJEROS
NEGROS

Como mencionamos en el Capitulo 2, los agujeros negros tienen
asociada temperatura y entropia. La radiacién emitida por un agujero
negro es térmica y tiene una temperatura dada por [Hawking, 1974,

1975]:

hel M
= = 10K | 2 :
OH = SGiaM <M>’ (4.1)

donde h es la constante de Planck, y kg denota la constante de Boltz-
mann. Bekenstein, antes del descubrimiento de Hawking, not6 que las
propiedades del drea del horizonte de eventos de un agujero negro
se asemejaban a las de la entropia, y propuso la siguiente relaciéon
[Bekenstein, 1972, 1973]:

A

== (4.2)
a7,

SBH
Aqui Sgny denota la entropia del agujero negro y A la superficie del
horizonte de eventos.

Dado que los agujeros negros pueden describirse completamen-
te en términos del campo gravitacional, parece entonces razonable
asociar una entropia al propio campo gravitacional. En ausencia de
una teoria cudntica de la gravitacién, una medida estadistica de la
entropia gravitacional no es posible. Pueden construirse, sin embargo,
estimadores de la misma utilizando invariantes clasicos de la teoria
de la Relatividad General. En un trabajo pionero, Penrose 1979 pro-
puso la denominada Conjetura de Weyl: escalares construidos a partir
del tensor de Weyl pueden utilizarse para cuantificar la entropia del
campo gravitacional.

El tensor de Weyl es un tensor de rango 4 que contiene las compo-
nentes independientes del tensor de Riemann no incluidas en el tensor
de Ricci; el tensor de Weyl puede obtenerse del tensor de curvatura
mediante la sustraccién de algunos indices: el tensor de Riemann tiene
20 componentes independientes, 10 de las cuales vienen dadas por el
tensor de Ricci y las restantes por el tensor de Weyl.

La forma del tensor de Weyl es la siguiente:

2
chﬁyé = RocByS + E(ga[yRé]B - gBh/Ré]oc) + (4-3)

T —
(n—T)n—2)" Jxlvdeler

(4-4)

donde Ryps es el tensor de Riemann, Ry es el tensor de Ricci, R es
el escalar de Ricci, [] denota la parte antisimétrica, y n es el nimero
de dimensiones del espacio-tiempo.
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La Conjetura de Weyl ofrece, ademds, una posible explicaciéon del
estado termodindmico del universo como un todo a través del tiempo.

Los procesos fisicos en cualquier sistemas termodindmico son irre-
versibles. En consecuencia, todo sistema siempre tiende a su estado
de maxima entropia, tal como se expresa en la Segunda Ley de la
Termodinamica. Si consideramos el sistema maximal, el universo, no-
tamos que en el pasado estaba més caliente y en algtin punto, materia
y radiacién estaban en equilibrio termodindmico, i.e. en un estado
de méxima entropia. Luego, cabe preguntarse ;cémo la entropia ha
continuado creciendo si era méxima en el pasado?

Si el campo gravitacional tiene asociada una entropia, segtin Penro-
se [Penrose, 1979], la entropia total del universo corresponderia a la
entropfa usual mads la entropia del campo gravitacional. Inicialmente,
aunque materia y radiaciéon estaban localmente en equilibrio térmico,
el campo gravitacional tendria que haber estado muy lejos del equili-
brio dado que la gravedad es una fuerza atractiva y el universo, en
sus comienzos, carecia de estructura. Consecuentemente, el universo
temprano se encontraba fuera del equilibrio, estando la entropia total
dominada por la entropia del campo gravitacional.

El comportamiento del tensor de Weyl, precisamente, es el esperado
para la entropia gravitacional a través de la historia del universo:
el valor del escalar de Weyl es nulo en los modelos homogéneos
de FLRW y es muy grande en el espacio-tiempo de Schwarzschild
[Penrose, 1979].

La propuesta de Penrose ha sido ampliamente estudiada. En par-
ticular, Rudjord et al. 2008 definieron un estimador cldsico para la
entropia del campo gravitacional basado en el cociente entre los esca-
lares de Weyl y Kretschmann, respectivamente. Recientemente, Clifton
et al. 2013 presentaron una nueva definicién para la entropia gravi-
tacional basada en integrales sobre cantidades construidas a partir
del tensor de Bel-Robinson. Ambos estimadores han sido calculados
exitosamente en distintos espacio-tiempos. En el primer caso, Rud-
jord et al. 2008 obtuvieron la densidad de entropia gravitacional para
los espacio-tiempos de Schwarzschild, de Sitter, y Schwarzschild-de-
Sitter, respectivamente. Por otro lado, Clifton et al. 2013 evaluaron
su estimador en los espacio-tiempos de Schwarzschild, Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker espacialmente plano con perturbaciones
escalares, y para la solucién inhomogénea de Lemaitre-Tolman-Bondi.

El objetivo de este capitulo es analizar cual de los estimadores arriba
mencionados aproxima mejor la entropia del campo gravitacional. Para
ello se evaluard ambos estimadores en espacio-tiempos que contienen
agujeros negros y se compararan los resultados obtenidos.

En la préxima seccién se describen detalladamente los estimadores
sugeridos por Rudjord et al. 2008 y Clifton et al. 2013, que denomina-
remos estimador de Weyl-Kretschmann y estimador de Bel-Robinson,
respectivamente.
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4.1 ESTIMADORES CLASICOS PARA LA ENTROPfA DEL CAMPO GRA-
VITACIONAL

4.1.1  Estimador de Weyl-Kretschmann

Rudjord et al. 2008 sugirieron un estimador para la entropia gravita-
cional que incorpora naturalmente la entropia de Bekenstein-Hawking.
La entropia de un agujero negro puede ser descripta mediante una
integral de superficie como:

S =kJ ¥ do, (4.5)
(o}

donde o es la superficie del horizonte de eventos del agujero negro y
el campo escalar ¥ es:

¥ = Pé,, (1.6)

con €, un vector radial unitario. El escalar P se define en términos del
escalar de Weyl (W) y el escalar de Kretschmann (R):

_ W C¥PYOCqpys

P=— = P
K REPY3R4pys

(4.7)
Para encontrar una descripcion aceptable de la entropia de un agujero
negro, se requiere que la expresion 4.5 sea igual en el horizonte a la
entropia de Bekenstein-Hawking:

Ss = SpH. (48)
La dltima ecuacién permite calcular la constante k:

kg kgc?

k=2 =B .
M2~ 4Gh (4.9)

La densidad de entropia puede entonces determinarse mediante el
teorema de divergencia de Gauss, reescribiendo la férmula 4.5 como
una integral de volumen:

Aqui, el simbolo de valor absoluto fue afiadido para evitar valores
negativos o complejos para la entropia.

Rudjord et al. 2008 calcularon la densidad de entropia en los espacio-
tiempos de Schwarzschild, de Sitter, y Schwarzschild-de-Sitter (SdS).
La entropia gravitacional en el espacio-tiempo de de Sitter es cero (el
tensor de Weyl se hace cero), lo cual sugiere que la entropia del hori-
zonte cosmolégico tiene un origen no gravitacional. Contrariamente, el
espacio-tiempo de Schwarzschild parece sélo tener entropia gravitacio-
nal. Los espacio-tiempos de Schwarzschild y de de Sitter fueron, pues,
interpretados como dos casos extremos del espacio-tiempo de SdS.
Este resultado ofrece una descripcion razonable de la entropia gravita-
cional tal como sugirié Penrose: valores grandes de entropia clasica
en el universo temprano y valores grandes de entropia gravitacional
entorno a agujeros negros.
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4.1.2  Estimador de Bel-Robinson

Clifton et al. 2013 definieron la entropia del campo gravitacional en
analogia con la primera ley fundamental de la termodindmica:

Tgrav dsgrav = dugrav —"_ pgrav dv (4 1 1)

Aqui, Tgray, Sgrav, Ugrav ¥ Pgrav denotan la temperatura efectiva, en-
tropia, energia interna, y presion isotrépica del campo gravitacional
respectivamente, y V es el volumen espacial. Expresiones para la den-
sidad de energia efectiva pgray y presion pgray se derivan del tensor
de Bel-Robinson. Este tltimo se comporta como un tensor de energia-
momento efectivo para el campo gravitacional® [Bretén et al., 1993]
[Krishnasamy, 1985]. Dependiendo de si el campo gravitacional es
tipo Coulomb (espacio-tiempos de Petrov tipo D) o tipo onda (espacio-
tiempos de Petrov tipo N) diferentes expresiones pueden obtenerse
para Pgrav Y Pgrav- Para campos gravitacionales tipo Coulomb, tales
como espacio-tiempos que contienen agujeros negros, la densidad de
energia efectiva y presién del campo gravitacional toman la forma:

[2W
87Tpgrav = 2o T/ (4.12)

Pgrav = 0, (413)
donde o es una constante y W es la super densidad de energia:

1
4
denotando Eqp v Hgp la parte eléctrica y magnética del tensor de
Weyl, respectivamente.

La temperatura del campo gravitacional se define como una canti-
dad local que reproduce la temperatura de Hawking [Hawking, 1974],
Unruh [Unruh, 1976], y de Sitter [Gibbons & Hawking, 1977] en los
limites apropiados [Clifton et al., 2013]. Su expresioén es:

. a a,b
Tgrav = }Ual h Hz—; Jab® 2 ‘ (4-15)

W= (Ea"E% +Ha"H%,), (4.14)

Aqui uq es un vector unitario tipo tiempo, z¢ es un vector unitario tipo
espacio alineado con la tetrada principal de Weyl, H = ©/3 siendo © =
Vau® el escalar de expansion y oqp = V(qUp) + a(qUp) — 1/3BOhgp
es el tensor de cizalladura®; hqy, es el tensor de proyecciéon hqp =
Jab — (Ucu®) UqUyp.

Clifton et al. 2013 calcularon la entropia gravitacional de un agujero
negro de Schwarzschild. Como se esperaba, el estimador reproduce
sobre el horizonte de eventos la entropia de Bekenstein-Hawking. Si
este resultado puede ser generalizado a otros espacio-tiempos con agu-
jeros negros, el estimador de Bel-Robinson resultaria mds apropiado
desde el punto de vista tedrico que el de Weyl-Kretschmann, ya que
se computa a partir de leyes fisicas basicas y no involucra constantes
fenomenolégicas como k.

1 Dado que el tensor de Bel-Robinson tiene dimensiones de L4, es necesario tomar
el cuadrado de esta cantidad para obtener densidades de energia y presién con la
dimensionalidad correcta [Bonilla & Senovilla, 1997].

2 Shear tensor.
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4.2 ESTIMADOR DE WEYL-KRETSCHMANN PARA AGUJEROS NEGROS
4.2.1  Agujeros negros de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-Nordstrom es una solucién esféricamente
simétrica de las ecuaciones de Einstein; no es una soluciéon de vacio
ya que la fuente posee una carga eléctrica Q, generando un campo
electromagnético. El elemento de linea tiene la siguiente forma:

2
ds® = guvadxtdx¥ =— (1 — %5 + 4 ) at? +

T7
1
+ s—dr? +12d0% + 17 sin® 0dp?,
roor?
(4.16)
donde 15 = 2GM/c? es el radio de Schwarzschild y:
GQ?
2 _

q - 47'[5()(:4/ (417)

estd relacionada con la carga eléctrica Q.
Para hallar la expresién para P, primero calculamos el escalar de
Weyl y el escalar de Kretschmann3. El resultado es:

K = RBYR g5
8 (6M2r%2 —12MrQ? +7Q*
T
y
W = CoPYS s = 20 (Q2 — Mi)?
= xByd — _rig(Q - T‘) . (419)
Luego, P esta dado por:
p2 _ CPYCapys
ROPYORpys
6M212 — 12MrQ? 4
_ T TQ° +6Q / (4.20)
6M212 — 12MrQ2 4 7Q*4
2.2 2 4
b [6MZrZ—12MrQ* +6Q" (4.21)
6M21r2 —12MrQ2 +7Q4

De acuerdo a la prescripcion de Rudjord et al. 2008, para calcular la
entropia gravitacional, se debe operar en un espacio de dimensién 3.
La métrica espacial esta definida como:

gio9gjo
hij = gij — ———, (4.22)
goo
donde g, es la métrica es un espacio-tiempo de dimensién 4 y los
indices latinos denotan las componentes espaciales, i, j =1,2,3. Luego,

el elemento infinitesimal de superficie tiene la forma:
vh
hT'T

3 Se han utilizado unidades geometrizadas, esto es, G = ¢ = 1 en los cdlculos del
presente capitulo.

do =

doddo . (4.23)
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De las Ecs. 4.22, y 4.23 en el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom,
la métrica espacial y el elemento de superficie infinitesimal son:

rs  Q2\ '
hi; = diag [(1 — TS + r2> , 12,12 sin 6] , (4.24)
do = 1% sin0d0dd. (4-25)

La integracion sobre los dos horizontes debe hacerse cuidadosamen-
te debido a la presencia de la singularidad en el origen de coordenadas.
El método sencillo desarrollado por Rudjord et al. 2008 en el caso
de un agujero negro de Schwarzschild consiste en integrar sobre una
esfera pequena de radio € centrada en el origen, y luego sustraerla de
la integral 4.5. En nuestro caso resulta en:

T 270
Sy = kRNJ J P(ry)rs sin0d6dd
0 Jo

T 27T
— kRNJ J P(e)e? sin 0d0dd. (4.26)
0 Jo

El escalar P no depende de las coordenadas 0 y ¢:

27 7T
St = krn [P(Ti)ri—P(s)ez}J J sin 0d0dd.

o Jo
(4-27)
En el limite € — 0, se obtiene la entropia sobre los horizontes:
6M%r4 —12Mr.Q? + 6Q*
S. — kpndrri+ = r=QT e (4.28)
6M?r4 —12Mr.L Q2 +7Q*4

Si se reemplaza v = M +y/M? — Q? en la Ec. 4.28, cuando Q — 0,
se recupera la expresion de la entropia sobre el horizonte de eventos
de un agujero negro de Schwarzschild [Rudjord et al., 2008]. Para el
horizonte interno se encuentra la forma indeterminada:
éig\o S_ —0x % (4.29)

Una posible interpretacion del limite anterior es la siguiente: cuando
la carga eléctrica tiende a cero, el horizonte interno colapsa en la sin-
gularidad. En otras palabras, la entropia del horizonte interno tiende
a la entropia de la singularidad. La Relatividad General no es una
teoria bien determinada epistemologicamente: el lenguaje de la teoria
nada puede decir acerca de la singularidad ya que el espacio-tiempo
continuo deja alli de existir.

Calculamos ahora la densidad de entropia utilizando la Ec. 4.10,
obteniendo:

1 T 2\ 9
SRN = KgrN T2\/<1—:+%>ar(fzp) (4.30)

1 T 2
= krN 2\/<1 —S+Qz> X (srN1 + SRN2)|
T T
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donde:
612 —12rQ% +6Q*
SRN1 _zr\/6r2—12rQ2+7Q4' (431)
y
SRN2 = L [ veQ'™m 3] . (4-32)
2 (672 -121Q2+7 Q%2

Nuevamente, si Q — 0, se recupera la expresion para la densidad
de entropia para un agujero negro de Schwarzschild. En la Fig. 29
mostramos un gréfico de sgy para distintos valores de la carga.

Figura 29: Densidad de entropia para un agujero negro de Reissner-
Nordstrom en funcién de la coordenada radial y de la carga,
respectivamente. Aqui, c=G =1, M=1,ykrn = 1.

En la Fig. 30 presentamos un gréfico del radio del horizonte externo
de eventos en funcién de la carga eléctrica. El radio sélo estd bien
definido para Q € [—1,+1]. Fuera de este intervalo el horizonte no
existe y se tiene una singularidad desnuda. De acuerdo a la conjetura
de censura césmica [Penrose, 1969, 1979], las singularidades se hallan
siempre ocultas por horizontes de eventos. Si la conjetura es valida, el
valor de la carga debe restringirse.

En la Fig. 31 mostramos un grafico de la densidad de entropia
para un dado valor fijo de la carga (Q = 0,5). Observamos que la
funcién sgy no estd definida en r = 0 y tiende asint6ticamente a cero
para valores grandes del radio. Este comportamiento es precisamente
el esperado para la densidad de entropia de un agujero negro de
Reissner-Nordstrém: sgy no puede definirse en el origen dada la
presencia de la singularidad, y tiende a cero lejos de la fuente de
campo gravitacional.

Notamos, ademds, que uno de los minimos de la funcién sgy esta
en 1 = 0,13 donde se encuentra el horizonte interno de Cauchy. Este
horizonte estd cerca de dos maximos relativos y otro minimo relativo
de la funcién sgyn. Una posible explicaciéon es que en el caso de un
agujero negro de Reissner-Nordstrom, cerca del horizonte de Cauchy,
existe una pequefia region del espacio-tiempo cuya curvatura es muy
alta y potencialmente inestable frente a perturbaciones externas como
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Figura 30: Radio del horizonte externo de eventos en funcién de la carga del
agujero negro de Reissner-Nordstrom. Aqui, c =G =1, M =1.

mostraron Poisson & Israel 1990. El comportamiento de la densidad
de entropia para r € [0,13,0,3] podria estar reflejando la acumulacién
de energia y entropia gravitacional en dicha regién, y la inestabilidad
del horizonte interno.
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Figura 31: Densidad de entropia para un agujero negro de Reissner-
Nordstrom para Q =0,5. Aqui, c=G =1, M =1,y krn =1.

4.2.2  Agujeros negros de Kerr

Dado que las coordenadas de Boyer-Lindquist presentan singulari-
dades de coordenadas en el horizonte de eventos, trabajamos en las
coordenadas de Kerr donde estas patologias han sido removidas. Las
coordenadas de Boyer-Lindquist y Kerr estdn relacionadas mediante
la siguiente transformacion de coordenadas (G =c = 1):

(12 —a?)

dv = dt+TdT (4-33)

a
dx = d+dr. (4-34)
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La métrica puede escribirse en forma matricial como:

o 1 0 B
Gy = 1 0 0 —asin?0 (435)
o 0 02 0 ' '
B —asin?0 0 &
donde
A—a?sin? 0
= E (436)
<2002 2
—asin© 0(rc + a — A)
B = v , (4-37)
(r2 +a?)?2 — a?Asin? 0] .
5 = [ > ]smze, (4-38)
y
= Tz—l—az—ZMr,
p2 = 12+ a? cos? 0,
_ L
a = o

Aqui ] representa el momento angular del agujero negro; el horizonte
de eventos interno y externo estdn localizados en

T+ =M% VM2 —al. (4.39)

En la Fig. 32 mostramos un gréfico del radio del horizonte externo
de eventos en funcién del momento angular. Si se supone vélida
la conjetura de censura césmica, los valores del momento angular
quedan restringidos al intervalo a € [-1,+1].

2.0}
1.8}
I 1.67
S~
- [
1.4¢

1.2¢

it
~15 -1.0 -05 00 05 10 L5
a

Figura 32: Radio del horizonte externo de eventos en funcién del momento
angular para un agujero negro de Kerr. Aqui, c=G =1, M =1.

Asi como la soluciéon de Schwarzschild es la tinica solucion esfé-
ricamente de vacio de las ecuaciones de campo de Einstein [Israel,
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1967], la métrica de Kerr es la tinica solucién de vacio estacionaria y
axialmente simétrica [Carter, 1971; Robinson, 1975]. Los escalares de
Ricci, Weyl, y Kretschmann son:

Ryv = 0, (4.40)
CHPYChpys = R¥PY°Rupys, (4.41)
P2 =1, (4-42)

P = +1. (4.43)

Dado que P =1, la entropia en el horizonte de eventos externo es
igual al 4rea de este horizonte. La métrica en dicho horizonte toma la
forma:

(v + a?)? — Aa? sin? 0]

2
ds” = 0

sin? 0dy? + p?deZ. (4-44)

La funcién A puede escribirse como A = (r —r_)(r —714), donde r_ y
T4 representan los radios internos y externos del horizonte de eventos,
respectivamente. De la Ec. 4.44, reemplazando A(r = ry) = 0, se
obtiene:

sin? 0dx? + p*deZ. (4-45)
Finalmente, el cdlculo del 4rea es:

Ay = V900 9xxdOdx, (4.46)

rr 2 2\2
- \/(”:2‘1) sin? 0p2d0dy

= ||(*2 + a?)sin 0d0dx.

27 7T
= (r2++a2)L de sin 6d6,

= 47’[(1‘_2,_ +a?). (4-47)
De la misma manera, para el horizonte interno de eventos r = r_:
A_ =4n(r? +a?). (4-48)
Luego, la entropia de los horizontes tiene la forma simple:

S = kdn(r2 +a?),

S_ = kedn(r? +a?). (4-49)

Para a — 0, obtenemos el limite correcto para el espacio-tiempo de
Schwarzschild.

En el caso de espacio-tiempos axialmente simétricos, no es posible
calcular la métrica espacial (ver Ec. 4.22) debido a la presencia del
coeficiente gi¢: dado que la fuente de campo gravitacional esta rotan-
do, la posicién espacial de cada evento en el espacio-tiempo de Kerr
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depende del tiempo. La divergencia covariante, pues, se obtiene del
determinante de toda la métrica:

VW= \/]_—g (aar\ﬁg P) , (4-50)

donde g es el determinante de la métrica y estd dado por:
1
9=, [a? +2r? + a? cos 20 % sin? 0. (4.51)

Reemplazando la férmula 4.51 en 4.50, obtenemos la siguiente
expresion para la densidad de entropia gravitacional:
4r
a2 +2r2+a?cos20|’

sk = ki (4.52)

Notamos que la densidad de entropia no depende en forma explicita
de la masa del agujero negro.

En la Fig. 33 se muestra un gréfico 3-dimensional de la Ec. 4.52
para 6 = 7t/2 y distintos valores del momento angular. La densidad
de entropia estd bien definida salvo para 6 = /2 y v = 0, donde
estd localizada la singularidad anillo. Lejos de la fuente de campo
gravitacional, v — oo, la funcién sk tiende a cero, tal como se esperaba.

Figura 33: Densidad de entropia para un agujero negro de Kerr en funcién
de la coordenada radial y del momento angular, respectivamente.
Aqu,c=G=1,M=1,0=mn/2, ykg =1.

4.2.3 Agujeros negros de Kerr-Newman

La métrica de Kerr-Newman para un agujero negro cargado rotante
es la solucién mds general conocida que representa un agujero negro
[Newman et al., 1965].

Como en el caso de un agujero negro de Kerr, para evitar las sin-
gularidades de coordenadas en el horizonte de eventos, realizamos la
transformacién (G =c = 1):

2_ 2

dv = dt—l—udr, (4.53)
Axn
a

dx = d¢+—dr, (4-54)

AKN
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donde
Awe =12+ a? +Q? —2Mr. (4-55)

La métrica en forma matricial es:

Y 1 0 n
v = :) g :2 —as;nz ° (4.56)
n —asin?0 0 &
Aqui, pI%N =12+ a?cos? 9, y:
y = — (1 - ZMTpZ Qz) , (4.57)
n = —aM sin? 0, (4.58)
- [(+? + a?)? — Awa? sin? 0] sino. (4.59)

02
La solucién de Kerr-Newman depende de 3 pardmetros: la masa, el
momento angular, y la carga. Mostramos en la Fig. 34, que el radio

del horizonte externo estd bien definido para a € [-1,1]y Q € [-1,1],
lo que es claramente una combinacién de los casos previos.

Figura 34: Radio del horizonte de eventos externo apara un agujero negro
de Kerr-Newman en funcién del momento angular y la carga,
respectivamente. Aqui, c=G =1, M =1.

El determinante de la métrica g = det(g,.~) es:
g = —sin? 0 (r* + 2 cos? 0a’r? + cos? 0a’), (4.60)

que tiene la misma forma que en el espacio-tiempo de Kerr.
Dado que el espacio-tiempo de Kerr-Newman no es una solucién
de vacio de la ecuaciones de campo de Einstein debido a la presencia
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de un campo electromagnético, el escalar de Weyl y Kretschmann no
son iguales. Luego, P # 1 y tiene la forma:

W
2 _ W
ey
w  [A
P = Vx=\Vw (4.61)
donde
A = —48(M2EE+10E4rM Q% —e*Q* —15&*M%r2
+ 6E2QM + 151 MPE2 —20M Q€2
M?1° +2Mr3Q2 — QM),
(4.62)
B = —8(—6M?r®+90&%r*M? —90&*M?12
+ 6ECMZ4+121°Q2M —120£2M Q%13
+ 60ME*QIr—7Q** +34£2Q%2 —784QY),
(4.63)
Y,
& =acos0. (4.64)

El célculo de la densidad de entropia, utilizando la Ec. 4.50, resulta
en una funcién que es singular para ciertos valores de la coordenada

radial:
1 AN 1 A
LA + ) (/A
(V39" 73) 78 B3
dado que el escalar de Kretschmann X es un polinomio de orden
6 con al menos una raiz real positiva. Por ejemplo, si resolvemos la

ecuacion B =0 paraa=0,5,0 =7/4, Q =0,6, y M =1, las raices del
escalar de Kretschmann son:

1
§ = kI<N§ , (4.65)

rn = —1,21 (4.66)
r, = =027 (4-67)
r3 = 0,007 (4.68)
rgy = 0,22 (4.69)
rs = 0,53 (4.70)
¢ = 145 (4.71)

Dado que la tnica diferencia entre el espacio-tiempo de Kerr y Kerr-
Newman es el escalar P (el determinante g es el mismo), concluimos
que la propuesta de Rudjorn et al. (ver Ec 4.7) no puede utilizarse
para calcular la densidad de entropia en el espacio-tiempo de Kerr-
Newman. Proponemos, entonces, una definicién alternativa para P:

P= C“Byécfxﬁyé- (472)
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Para un agujero negro de Kerr-Newman, la férmula anterior tiene la
forma:

48
P=— (rz n (12 COSZ 9)6 (P1 pZ) (473)
donde
P1 = —Mr3 —3Mr?acos? 0 + 3Mrcos? 0a? +

+ Mecos?0a® —cos? 8a?Q? +2cos0aQ?r + Q?r?,

p2 = +Mr®—3Mr?cosba—3Mcos? 0a’r +
+ Mecos® 0a® 4 cos® 0a?Q? + 2 cos 0aQ?r — Q1.

La densidad de entropia ahora resulta:

96 kxn

5= 7T aZcos?0)7 (s1+s2—s3+5s4), (4.74)
y
s1 = 5c0s°0a®Q?M —20cos® 0a°rM? 4 90 cos? OM?13,
s; = 11cos*0a*Q*r —75cos* 8a*Q*Mr? —
26 cos? 0a? Q4r3,
s3 = 48 cos? 0a’r’M? + 75 cos? 6a2r4Q2M,

sa = 3r°Q*+2r"M? —5r°Q*M.

En las Figs. 35 y 36 mostramos los graficos de la densidad de
entropia de un agujero negro de Kerr-Newman en funcién de la
coordenada radial y el momento angular o la carga, respectivamente.
En ambos casos, la densidad de entropia diverge parar =0y 0 = 7/2
como se esperaba.

En la Fig. 37 presentamos una tabla con valores de la densidad de
entropia para distintos valores de la coordenada 6, en el centro del
objeto y en ambos horizontes. Vemos que sélo en el plano ecuatorial
la densidad de entropia diverge, donde estd localizada la singularidad
anillo. Para 0 # m/2, la densidad de entropia estd bien definida.

Para verificar si la nueva forma del escalar P (Ec. 4.72) aqui presenta-
da es adecuada para la descripcién de la entropia gravitacional en otros
espacio-tiempos no-esféricamente simétricos, calculamos nuevamente
la densidad de entropia para un agujero negro de Kerr utilizando
ahora la Ec. 4.72. El escalar P toma la forma:

48p1 P2 P3
P =M? :
(r2 + a?cos?0)6’ 475)
donde

P11 = 2 —4rcosBa+ a’ cos? 0,

P2 = 2 +4rcosfa+ a’ cosO,

P3 = a?cos? 0 — 12,
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Q ' 1.0

Figura 35: Densidad de entropia para un agujero negro de Kerr-Newman en
funcién de la coordenada radial y el momento angular, respectiva-
mente. Aqui, c=G=1,M=1,Q=06,y0 =mn/2.

r/u

: 0.5 :
Q 1.0

Figura 36: Densidad de entropia para un agujero negro de Kerr-Newman en
funcién de la coordenada radial y la carga, respectivamente. Aqui,
c=G=1,M=1,a=060=7/2, ykgn = 1.

0 lim; 0 LR Hmr—)mr limy
KkN
/2 00 ~ 4,26 ~ 161
/3 ~10° ~0,31 ~ 22400
/4 ~10° ~ 1,81 ~ 7570
/6 ~ 22580 ~ 2,81 ~ 1510
0 ~ 7144 ~3,13 ~ 103

Figura 37: Densidad de entropia de un agujero negro de Kerr-Newman para
distintos valores de la coordenada 0, enr, T_ y, parat — 0.

y la densidad de entropfia es:

192r (1 0a® cos® 8 —45a* cos? 12 + 24r*a? cos? 0 — r6)

sk =k
K=K (12 4+ a2 cos? 0)7
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(4.76)
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Figura 38: Densidad de entropia para un agujero negro de Kerr en funcién
de la coordenada radial, para P = C“BV‘SC(XBV&. Aqui,c =G =1,
M=1,a=060=m/2, ykg =1.
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Figura 39: Densidad de entropia para un agujero negro de Kerr en funcién
de la coordenada radial. Aqui,c =G =1,M=1,a=0,6,0 =n/4,
y kK =1.

Hacia el centro del objeto, la densidad de entropia tiende a cero,
excepto para 0 = m/2 y r = 0 (ver Figs. 38 y 39). Concluimos que
este nuevo escalar brinda también una descripcién adecuada de la
densidad de entropia gravitacional en el espacio-tiempo de Kerr.

Notese que en espacio-tiempos axialmente simétricos, el campo
escalar ¥ podria tener una componente angular:

V="P(e+ep), (4-77)

donde €p es un vector unitario. De acuerdo a la expresién 4.10, la
densidad de entropia toma la forma:

o=k [2 (v + 2 (v=or)| 479)

El segundo término de la expresiéon anterior es singular para 6 = 0
y 0 = m, esto es, en los polos de los agujeros negros de Kerr y Kerr-
Newman. El campo vectorial ¥ no es regular sobre todo el horizonte
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y, luego, no puede ser utilizado para estimar la entropia gravitacional.
Esto es consecuencia directa del acoplamiento de las componentes
espaciales y temporal en sistemas rotantes.

4.3 ESTIMADOR DE WEYL-KRETSCHMANN PARA UN MODELO DE
AGUJERO NEGRO REGULAR

En el Capitulo 3 presentamos la métrica de un modelo de agujero
negro regular [Mbonye & Kazanas, 2005]. La forma del elemento de
linea es la siguiente [Mbonye et al., 2012]:

) —1
ds? = —B(1)dt* + (1 - mrm> dr? +12(d6? +sin® 8dd2). (4.79)

Las funciones B(r) y m(r) vienen dadas por:

N
_ 2 / 13 1 /
B(T) = eXp JTO T‘Tz [m(T )+47TT pT'] X m dT ’
T-/
T
m(r) = 47[J p(r/)r'2dr’, (4-80)
0
siendo la masa total del objeto
R
M = J m(r)dr. (4.81)
0
El perfil de densidad tiene la forma [Dymnikova, 1992]:
g
P(T) = pmaxe "3, (4-82)
donde R3 = 8r5ré, T5 es el radio de Schwarzschild,
3 1/2
(o) 489

Y Pmax €s del orden de la densidad de Planck. De la Ec. 4.82 se infiere
que la mayor parte de la masa del objeto esta contenida dentro de una
esfera de radio R muy por debajo del radio del horizonte de eventos,
siendo R el radio de la superficie de la materia. La densidad tiene una
transicion suave de un estado de de Sitter en el centro del objeto a
un estado de vacio para r > R, mientras que el material en la regién
intermedia es no inflacionario, situacién ya predicha por Poisson &
Israel 1988.

La ecuacién de estado propuesta por Mbonye & Kazanas 2005 viene
dada por:

2
prlp) = [cx—(om) (52) ] (52 ) (489

donde p, es la presion radial.
El escalar de Weyl para este espacio-tiempo es:

4
W = g7r2p§ax(pg X8+ pex® +p5x° +paxt +p3x> +p2x®+

+ p1x+p0)?/ [(37 — R pmax + TR pmax X) TR®],  (4.85)
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3
_8r> . .
donde x = e “®* y los coeficientes p; son:

Po = 3Rr— R Mpmax,
P = 2R TtPmax — 3ROT + 613 ROMpmax — 247¥R3,
P2 = —6r3ROMPmax — R Tpmax + 57617 & —
— 192r°onR3 Pmax — 2R3 XTTPmax,
2ROT3 7P max + 14418 4R pnay,

P33 =
ps = (=1152—=1152a)1" — 487R3 prmax (—8x — 8 + o)1 +
4+ 27pmaxR® (o + 1)13,
Ps = —3367pmaxR3 (0t + 1)1° — 271pmaxRe (o + 1)13,
Pe = 967Pmax &R (ax + 1)1,
ps = —487R3pmax(cc+1)%r°. (4.86)

En el limite r — 0, el escalar de Weyl tiende a cero. Dado que
la geometria del espacio-tiempo para el agujero negro regular en el
origen es de Sitter, el limite obtenido es el esperado.

60—
40/

20k

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 Lo 1.2

Figura 40: Escalar de Weyl como funcién del la coordenada radial para un
modelo de agujero negro regular.

El grafico del escalar de Weyl en funcién de la coordenada radial
se muestra en la Fig. 40. Lejos de la fuente de campo gravitacional el
escalar de Weyl tiende asintéticamente a cero. En la regién de materia
(r/R < 1), posee un méximo absoluto en r/R = 0,5 y un maximo
relativo en v/R = 0,26. Entre estos dos puntos, W = 0 para v/R = 0,34.
Analizando la ecuacién de estado en funcién de la densidad (Ec. 4.84),
se encuentra un punto de inflexién en r/R = 0,5. El valor maximo
absoluto del escalar de Weyl parece estar relacionado con el punto de
transicion entre las dos regiones de materia.

El valor de 1/R para el cual el escalar de Weyl tiene un maximo
relativo estd cerca de la region donde la presi6n se anula. Esto sugiere
una relacién entre la region donde la materia tiene presién negativa
y el comportamiento del escalar de Weyl. Noétese que el punto de
inflexién para la densidad de entropia de la materia coincide con
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Figura 41: Escalar de Kretschmann como funcién del la coordenada radial
para un modelo de agujero negro regular.

el valor de /R para el cual el escalar de Weyl es cero, esto es en
/R = 0,34. En este punto el campo gravitacional pasa de ser atractivo
a repulsivo.

Se realiz6 también el calculo del escalar de Kretschmann. El corres-
pondiente grafico se muestra en la Fig. 41. Nuevamente, tal como se
esperaba, fuera de la regién de materia el escalar de Kretschmann
tiende asintéticamente a cero. Por otro lado, en el limite r — 0, éste
resulta:

o 51272 pmax2

K = o rmax 8
3 (4.87)

como se espera para un espacio-tiempo de de Sitter. El escalar de
Kretschmann es siempre positivo y tiene un méaximo absoluto en
/R = 0,27 y un maximo relativo en /R = 0,47.

Para verificar que los resultados obtenidos son correctos, a partir de
los graficos para el escalar de Weyl y Kretschmann, vemos que éstos
satisfacen la relacion:

ROPYORypys = CPYOCopys, (4.88)

que se cumple en todo espacio-tiempo estatico y esféricamente simé-
trico [Rudjord et al., 2008].

Finalmente, se obtiene una expresioén para la densidad de entropia
gravitacional (ver Fig. 42). En r/R = 0,27, s = 0, que esté cerca del
punto de transicion de presion positiva a negativa. El valor méaximo
absoluto para la densidad de entropia ocurre para r/R = 0,37 y los
dos méximos relativos para r/R = 0,16 y at r/R = 0,65. Para valores
grandes de la coordenada 1/R, la densidad de entropia gravitacional
tiende asint6ticamente a cero, y en el ntcleo del objeto, también
se anula. Este tltimo resultado estd en acuerdo con una correcta
descripcion clasica de la entropia del campo gravitacional.
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Figura 42: Densidad de entropia gravitacional en funcién de la coordenada
radial para un modelo de agujero negro regular.

4.4 ESTIMADOR DE WEYL-KRETSCHMANN PARA UN MODELO DE
AGUJERO DE GUSANO

4.4.1  Caracteristicas generales de un agujero de gusano

Un agujero de gusano es una regién del espacio-tiempo cuya topo-
logia es no trivial. Este posee dos bocas conectadas por una garganta.
Las bocas no estan ocultas por horizontes de eventos como en el caso
de los agujeros negros, y ademads, no hay singularidad que evite el
pasaje de particulas de un lado hacia el otro (ver Fig. 43). Contra-
riamente a los agujeros negros, los agujeros de gusanos son agujeros
en el espacio-tiempo, i.e., su existencia implica un espacio-tiempo
multiplemente conectado [Romero & Vila, 2014].

Existen varios tipos de soluciones de agujeros de gusanos de las
ecuaciones de campo de Einstein [Visser, 1996]. Consideremos el
elemento de linea estatico esféricamente simétrico:

d 2

=
Aqui, ® = ®(r) y b = b(r) son dos funciones arbitrarias que adoptardn
una forma particular de acuerdo a las propiedades requeridas para
el agujero de gusano. La funcién b = b(r) se denomina “funcién
de forma” (shaped function) ya que determina la forma espacial del
agujero de gusano, mientras que ®(r) determina el corrimiento al
rojo y pues, se denomina “funcién de corrimiento al rojo” (redshift
function). La coordenada radial r tiene una interpretacion particular:
2nr es la circunferencia de un circulo centrado en la garganta del
agujero de gusano. La coordenada radial decrece desde +oco hasta
un valor minimo by, el radio de la garganta; luego, ésta crece desde
bo hasta +00 a medida que la distancia al agujero de gusano se
incrementa.
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AZ

boca
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r=>,

Figura 43: Diagrama de embedding para un agujero de gusano que conecta
dos universos diferentes.

En principio, para poder tener un agujero de gusano atravesable, se
exige [Morris & Thorne, 1988] [Romero & Vila, 2014]:

1. La funcién ®(r) debe ser finita en todo punto (para ser consis-
tente con la ausencia de horizonte de eventos).

2. Para que la geometria espacial tienda a un limite asintéticamente
plano apropiado, debe cumplirse que:
b(r
lim L — 0,

r—oo T
Y,

lim ®(r) — 0.

T—00

Asimismo, pueden imponerse ciertas restricciones en el tensor de
energia-momento que genera la curvatura del agujero de gusano. Estas
“condiciones de juntura” permiten determinar la forma especifica de
las funciones b(r) y @ (r).

Un caso posible es confinar la materia exética, que mantiene abierta
la garganta, al interior de una esfera de radio v = 7s. La regién de
vacio exterior a 1 = 15 restringe la geometria del espacio-tiempo a la
forma estdndar de Schwarzschild [Morris & Thorne, 1988]:

b(r) =b(rs) =B =const para v >,
>

O(r)=5In (1 — E) para T

= Ts.

Nf—=

Existen otras soluciones para las cuales la materia exética esta limi-
tada a la vecindad de la garganta. Morris & Thorne 1988 mostraron
un caso de agujero de gusano cuya solucién interior dentro y alrede-
dor de la garganta tiene materia exética y que estd unida a materia
normal a un radio r.. Hay una capa en r = 15 de espesor AR donde la
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tension T cae a cero. Finalmente, la region externa tiene la forma de
Schwarzschild para v > 15+ AR.
La solucién completa de agujero de gusano tiene la forma:

(bor)% en b,

gT‘<TC/
b(r) 1/100r ente <1<,
v l[(Ts_rg’)/fz]—l-T /100 ents <1 <R
3 S S s s ' RN,

B =1/100 en Ry <,

= — <
O(r) = { [OF 0,01 enby,<r<R],

a IIn(1-2) enR

<
ST

donde 1. = 10%b,, R} = 1s + AR, y AR =1/100rs.

4.4.1.1  Densidad de entropia

Dado que una de las caracteristicas mds importantes de los agujeros
de gusano es la ausencia de horizonte de eventos, la formulacién de
un estimador de la entropia gravitacional en términos de una integral
de superficie sobre el horizonte de eventos carece de sentido. Como se
mostrard, sin embargo, el célculo de la densidad de entropia utilizando
el estimador propuesto por Rudjord et al. 2008 es todavia posible.

En la regién mds cercana a la garganta y con materia exética, el
elemento de linea es:

dr?

bo
1=/

ds? = —exp?®o c2dt? + +12(d0? +sin62dd?), (4.90)

donde ®y = —0,01 y b, es el radio de la garganta.
El escalar de Weyl y Kretschmann resultan:

25b
_ 5 . 0
W - CCXBV COCBYé - W,
%
_ 5 __7D0p
g{ — ROCE)'Y RO(BY& — ﬁ. (491)
El escalar P tiene la forma simple:
5
| .92
3Ve (4.92)
De la Ec. 4.90 la métrica espacial es:
hij = diag , 12,12 5in 62 | . (4-93)

1

En términos de P y la derivada covariante, la densidad de entropfia es:

5 = Ky \/554 [1 - \/bTO]l : (4.94)
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Figura 44: Densidad de entropia para un agujero de gusano con materia
exotica limitada a la vecindad de la garganta. Aqui, ky, = 1.

El grafico de s como funcién de r se muestra en la Fig. 44.

En la Fig. 44 observamos que la densidad de entropia es cero en
la garganta (donde la materia exdtica estd confinada), luego se incre-
menta suavemente y tiende asintéticamente a cero lejos del objeto.
Para r < by la solucién obtenida no tiene significado fisico dado que
la métrica no estd definida para r € [bp, +00). Este resultado es el
esperado, interpretando al agujero de gusano como una construcciéon
a partir de dos espacio-tiempos de Schwarzschild simétricos.

4.5 ESTIMADOR DE BEL-ROBINSON PARA UN AGUJERO NEGRO DE
KERR

El elemento de linea del espacio-tiempo de Kerr en coordenadas
oblatas esferoidales (t, 1,0, ¢) toma la forma [Doran, 2000]:

2 2 2
a2 = (1M a2 P g2 o M
p2 e r2+a?

2
0 2Mr
_ 4aMr52 dtdd + 20y 3= S sin 8dddr + p?de>

.2
0
(12 +a?) + ZMTaZSIt)Iz] sin92dd??, (4.95)

donde p? = 12 + a%cos? 0. La constante M representa la masa del
agujero negro y a su correspondiente momento angular.

El estimador propuesto por Clifton et al. 2013 depende del sistema
de referencia elegido. En particular, escogemos los siguientes vectores
unitarios u® y z%:

ut = < rta ,0,0, )
- \/7 \/7 /—A

,a <\/r2+a V2Mr /— 0 av2Mr >(497)
V=AVe? e VARV T+ a2 )

(4.96)
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donde u = acos® y A = 1% + a? — 2Mr. En la regién interior al
horizonte externo de eventos u®uy, = 1y z%z4, = —1. El vector z¢
se elige de manera tal que sea ortogonal a las hipersuperficies de
coordenada t constante*. Debido a los cuatro grados coordenados de
libertad inherentes a la teoria de la Relatividad General, no existe una
tnica foliacién del espacio-tiempo en una familia de hipersuperficies
~ (que no se intersecten entre ellas) de dimensién 3. Para la métrica
del espacio-tiempo de Kerr dada por 4.95, hemos verificado que los
vectores unitarios u® y z¢ satisfacen todas las condiciones para el
calculo de la entropia gravitacional de acuerdo a Clifton et al. 2013.
En forma especifica: Clifton et al. 2013 hacen uso de la tetrada nula
compleja:

1
me = 7 (x*—1iyY), (4-98)
a L a_a
1 = NG (u®—z%), (4.99)
a _ 1 a a
k* = i (u®+2z%, (4.100)

donde x¢, y¢, y z% son vectores unitarios tipo espacio que, junto con
u?, forman una base ortonormal, y gqbv = 2m(qMyp) — 2k(4lp). Los
vectores 1% y k¢ estan alineados con las 2 direcciones principales nulas.
Las direcciones principales nulas satisfacen la ecuacién [Wald, 1984]:

k% ke Cajperaks =0, (4.101)

donde Cgpcq es el tensor de Weyl. Espacio-tiempos para los cuales
existen menos que 4 direcciones principales nulas en cada punto se
denominan espacio-tiempos algebraicamente especiales. En la clasificacion
algebraica de espacio-tiempos, la métrica de Kerr es tipo II-1I [D], para
la cual dos pares de direcciones principales nulas coinciden. En este
caso, la Ec. 4.101 toma la forma:

k°k¢Cqperake) = O. (4.102)

En coordenadas de Kerr, las dos direcciones principales nulas son
[Misner et al., 1973]:

k® = (0,—do,0,0), (4.103)
2(r*+a?)do 2ady
a __
3 - ( A ’ dO/ OI A ’ (4104)

donde dg es una constante de normalizacién arbitraria. Los vectores
anteriores en coordenadas de Chris Doran son:

a .2 2 (Xd() . ado(x

Kk = < (r"+a )—A ,do,0,—a A >, (4.105)
—do —ado

La = (Cx ,—dO/ O/ (T’z + CLZ) (X> 7 (4106)

Un campo vectorial £ es ortogonal a una hipersuperficie si y s6lo si £[qVp&c) =0
(ver por ejemplo Wald 1984). Puede mostrarse que el vector z* dado por la Ec. 4.97
satisface z[, Vyzc) = 0.
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siendo la transformacién entre las coordenadas de Kerr y Chris Doran,
en forma matricial:

1 a0 0
oxH 0 1 0 0 ( )
ox _ , .10
oxY 0 0 1 0 #1097
(TZ—O—aaz)cx 0 -1
donde
M
x=1 + (2;)1/2 (4108)
4+ a

A partir de las Ecs. 4.99 y 4.100 se obtienen en forma inmediata los
vectores u® y z%.

Se procede ahora, al calculo de la densidad de energia gravitacional
y temperatura de acuerdo a las Ecs.4.12 y 4.15, respectivamente.

La densidad de energia gravitacional es:

B — (4.100)
Pgrav = - (rz _|-u2)3/2 . 4.109
En las Figs. 45 and 46, se muestran los graficos de pgray como funcién
de la coordenada radial para 0 = /2 y 6 = /4, respectivamente. La
densidad de energia gravitacional es positiva y estd bien definida en

todo punto, excepto hacia la singularidad anillo, como se esperaba.

2.0

0.0l — e :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

r/u
Figura 45: pgray como funcién de la coordenada radial para a = 0,8 y 0 = 7/2.

Obtuvimos la siguiente expresion para la temperatura del campo
gravitacional:

‘—raz —Mu? +ru? + MTZ‘
21 (2 4+u2)* 2 /=A
donde el simbolo de valor absoluto fue afiadido para evitar valores

negativos o complejos. Un gréfico 3-dimensional de Tgray como funcion
de las coordenadas radial y angular para a = 0,8 se muestra en la Fig.

Tgrav = ’ (4 1 IO)
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0.6 :
0.5
0.4/
5 0.3
0.2}
0.1}

0.0
0.0 0.5 1.0 15 20

r/u

Figura 46: pgray como funcién de la coordenada radial para a = 0,8 y 0 = 7/4.
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Figura 47: Tgray como funcién de las coordenadas radial y angular para
a=20,8.

47: se observa que Tgray estd bien definida en todo punto excepto en
los horizontes interno y externo de eventos.

Como se explica en Clifton et al. 2013, un pequefio cambio en la
densidad de entropia gravitacional de un agujero negro ocurre cuando
éste acreta una pequenia cantidad de masa:

= M_ (4.111)

dSgrav
8 Tgrav

En la expresion anterior v = z%Mgpcadx®dx¢dx?, donde Napea =

Niabed]s N0123 = v/Igapl. Para nuestra eleccién particular de coorde-
nadas:

V2Mr (v + az)]/2 (r? —i—uz)]/2
v= d¢ du dr. (4.112)
av—A
Se procede ahora al célculo de la entropia gravitacional Sgray me-
diante la integracion de la Ec. 4.111 en el volumen V encerrado por el
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horizonte externo de eventos, en una hipersuperficie de coordenada t
constante, para un valor fijo de a:

Sgrav = J @~ (4113)
Vv lgrav
Mediante este calculo pretendemos verificar si el estimador de Bel-
Robinson, en el sistema de referencia elegido, reproduce la entropia
de Bekenstein-Hawking de un agujero negro de Kerr. Notese, sin
embargo, que independientemente de la elecciéon de coordenadas, la
region interior al horizonte interno de eventos no es temporalmente
orientable ya que es una regién con violacién cronoldgica [Visser,
1996]. La contribucién a la entropia gravitacional corresponderd, pues,
a la region entre el horizonte interno y externo de eventos.
La integral 4.113 puede escribirse en forma explicita como:

Sgrav = BJL s(r,0) do dr (4.114)
_ BJ’”J“N/Z (r*+ az)1/2 (r? + a?cos? 6)1/25in9 de dr
B _Jo If(r,0)] ’

donde B = 2'/27t M3/2. En esta tltima férmula ya se ha integrado
sobre la coordenada azimutal ¢. La funcién f(r, 0) se define como:

f(r,0) = —ra®? + Mr? + a®cos? 0 (—M +1). (4.115)
El dominio de integracién T es:
T:{(r,e)ei)%z/r_grgr+/\Ogegn}. (4.116)

Se divide T en 3 subregiones denotadas E, D y G respectivamente, tal
que T=EUDUG,

E = {(T,G)Ei)‘iz/r,gr<a2/\0<6<7r}, (4.117)
{(r,0) eR?*/a?<r<a A O n}, (4.118)
G = {(r0)e R2/a<r<ry AO n}, (4.119)

Dadas las definiciones anteriores, la Ec. 4.114 puede escribirse como:

Sgrav = B (SEray + Shay + Sy ) (4:120)
donde,

G O r1/2 (r2+a2)1/2 (r2+azcosze)]/zsin6 de dr
gav | e f(r,0)] ’

O ([ r'/2 (1"2+c12)1/z (rz—i-azcosze)vzsine de dr
gav | p If(r,0)] ’

G r1/2 (Tz_l_az)]/Z (Tz—i-azcosze)]/zsinﬁ do dr
gav | g f(r,0)] '

La integral Sgrav es una integral impropia divergente (ver Apéndice

A para definicién de integral impropia); en particular, ésta tiende a
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infinito para aquellos valores r y 0 tales que f(r,0) = 0. Contraria-
mente, las integrales Sgra\, y SgGraV estan bien definidas en el intervalo
ae(0,1), y pueden ser integradas numéricamente, como se mostrara
mas abajo.

Para demostrar que la integral SP

es divergente, definimos 4

grav
subregiones cerradas:
D(s,e) = D1(5,e) UD2(5,6) UD3(5,e) UDas,¢)s (4.121)
Die) = {(,0)eR?/ a?+5<r<aNA0<O</2—e Af(r,0) <0},
Dise) = {(1,0) €M/ a>+5<r<a NA0<O</2—e Af(r,0) >0},
D3ise) = {(,0) €M/ a?+5<r<a A m/2+e<0<m Af(r,0) >0},
Dyse)y = {(r,0)¢€ R2/a?+6<r<aAmn/2+e<0<m Af(r,0) < 0},
(4.122)
donde €,6 >0,y
lim D) — D. (4.123)

(6,6)—0

En la Fig. 48 se muestra un diagrama del dominio de integracién
D(s,e)- En cada D5 ¢) la funcién s(r, 0) estd bien definida y es conti-
nua:

r1/2 (Tz—l—az)]/z (1”2—0—a2cos2 6)1/2 sin ©

$1(r,0) =— T2+ Mr2+alcos? 0(—M+r) s para (r,6) € Dy (5,€)
12 (r2+a2)]/2 (r2+ a?cos? 6)]/2 sin O
s2(1,0) = T2+ MrZ+aZcosl 0(—Myr) s para (r,6) € D2s,e)
s(r,0) =
(r,0) (r,0) = r1/2 (TZ—O—az)]/Z (r2+a?cos? 9)]/2 sin © (r,8) €D
$311,0) = —ra?+Mr2+a?cos? O(—M+r) 7 para (1,0} € Us(s,¢)
r1/2 (r2+a2)]/2 (r?+a?cos? 9)1/2 sin ©
s4(r,0) = — “ral+Mr2talcos? 6(—M+r) - Para (r,0) € Da(s,e)

La integral de la funcién s(r, 0) en el dominio D ; ) toma la forma:

JJ s(r,0)do dr = JJ sq(r,0)de dT+JJ sy (r,0)do dr
Ds,¢) Dis,¢) Da(s,¢)

+ JJ s3(r,0)de dr—l—JJ sS4 (r,0)do dr.
D3(s,¢) Das,e)

La funcién f(r, 0) puede aproximarse muy bien mediante una ex-
pansion en serie de potencias entorno al punto 1, = a? hasta orden
(r—r)%enla region D5 ¢):

f(r,0) =14 =ap(a,14,0)+ay(ar,,0)(ry—1) (4.124)
+  a(ar.,0) (re—1)% +a3(a,1s,0) (r.—1)°
+  as(am.,8) (r—1)*

4

donde los coeficientes a; (a,74,0), j =0, ..,4 son funciones continuas
dea, ., y0encada D56y, i=1,.,4
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Figura 48: Gréfico del dominio de integraciéon D s ).

Dado que D ;5 ¢) es un conjunto cerrado y acotado y f4 es continua
en D5 ¢), luego existen puntos en D5 .y donde cada coeficiente a;,
j = 0,.,4 toma sus valores méximos y minimos [Courant, 1961].
Hacemos uso de esta propiedad para encontrar en cada dominio
Dj(s,e), 1 =1,..,4 una constante (71].i > 0 tal que

4 4
Z aj (ry —1) < Z d} (r.—1) = gi (1) Vi=1,.,4. (4.125)
j=0 j=0

En la dltima ecuacién g; (1) representa un polinomio de orden 4. Dado
que T < 1 en cada Dj(5,),1 = 1,..,4, siempre se puede encontrar una
funcién lineal de la forma:

hi(r)=vi(rs—1)  vi € RT, (4.126)
tal que
gi (1) < hy(r) vi=1,.,4. (4.127)
Luego,
0< ! < ! < G <si(1,0) Vi=1,.4 C;eR", (4.128)
hi(r) " gi(r) = fa

y (ver [Courant, 1961] p. 383):

1 .
JJ do drgJJ 9d@ dréJJ’ si(r,0)de dr.
Dis,e) hi(r) Dis,¢) fa Dis,e)

(4.129)
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Se prueba en el Apéndice A que

1
IEJJ dodr, Vi=1,..,4, .130
Che) (4.130)

es divergente. Luego, dado que en cada D;(5,¢), 1 = 1,..,4 se satisface
la desigualdad 4.129, entonces:

1
do dr < JJ s; (r,0)do dr:JJ s(r,0)do dr.
JJDHB,Q)}H(T) 1_Z] Dise) D5
(4131)

N

4
—

1

Si se aplica el criterio de comparacién para integrales impropias [Pre-

doi & Balan, 2005] se concluye que SgDraV es divergente.

|

Figura 49: Gréfico de la entropia de Bel-Robinson Sgr y Bekenstein-Hawking
Spu como funcién del momento angular del agujero negro.

Mostramos en la Fig. 49 el resultado de la integracién numéri-
ca de Sgra\, + Sgrav. En la misma figura graficamos la entropia de
Bekenstein-Hawking, denotada Sgy, como funcién del momento an-
gular del agujero negro. Es evidente que Sgr no reproduce la entropia
de Bekenstein-Hawking de un agujero negro. Concluimos que atin en
el dominio de integracién E U G donde la entropia estd bien definida,
el estimador de Bel-Robinson no resulta una buena aproximacién de
la entropia de Bekenstein-Hawking, al menos para nuestra eleccién
particular de coordenadas. No descartamos que para una eleccién
distinta de vectores u® y z¢, el estimador de Bel-Robinson pueda
coincidir con el resultado de Bekenstein-Hawking. Sin embargo, el
hecho de que la regién més interna del espacio-tiempo de Kerr no
es foliable y orientable temporalmente parece sugerir que nuestro
resultado podria ser general.

4.6 CONCLUSIONES

La densidad de entropia gravitacional obtenida con el estimador
de Weyl-Kretschmann en el caso de objetos compactos esféricamente



4.6 CONCLUSIONES

simétricos (agujeros negros de Reissner-Nordstrom, un modelo par-
ticular de agujero negro regular y de agujero de gusano) posee las
caracteristicas esperadas de una buena medida de la densidad de
entropia gravitacional: la densidad de entropia estd bien definida en
todo punto, excepto donde se encuentra localizada la singularidad,
y tiende a cero a medida que el campo gravitacional decrece. En el
modelo simple de agujero de gusano, s = 0 en la garganta debido a la
presencia de materia exética. Para el modelo de agujero negro regular,
cerca del ntcleo del objeto y para valores grandes de la coordenada
radial, la densidad de entropfa tiende a cero. El comportamiento del
estimador de Weyl-Kretschmann es, pues, correcto en los limites de de
Sitter y de Schwarzschild. Para espacio-tiempos axialmente simétricos,
sin embargo, modificamos dicho estimador debido a que la densidad
de entropia presentaba divergencias: calculamos la densidad de entro-
pia a partir de la forma completa de la métrica. Redefinimos, ademads,
el escalar P como el escalar de Weyl. Con estos cambios, el estimador
para la densidad de entropia gravitacional s, estd bien definido en
todo punto excepto donde el espacio-tiempo es singular, y tiende
asintéticamente a cero fuera del agujero negro.

Por otro lado, hemos calculado la densidad de energia gravitacional,
temperatura, y entropia gravitacional para un agujero negro de Kerr de
acuerdo al estimador de Bel-Robinson. Los cdlculos aqui presentados
estdn basados en una eleccién particular de un vector unitario tipo
tiempo u® y un vector unitario tipo espacio z¢ que determinan una
tetrada principal de Weyl. La eleccion de dichos vectores, sin embargo,
no es tnica. Consecuentemente, la forma funcional de pgray, ¥ Tgrav
depende de la tetrada particular escogida. Hemos probado que con la
eleccién de coordenadas més simple posible, la entropia gravitacional
no reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking de un agujero negro
de Kerr. No se descarta que para otro par diferente de vectores u®
y z% (que cumplan los requisitos estipulados por Clifton et al. 2013),
el estimador de Bel-Robinson pueda coincidir con la entropia de
Bekenstein-Hawking.

Si se comparan los estimadores de Weyl-Kretschmann y Bel-Robinson,
el primero no sélo reproduce la entropia de Bekenstein-Hawking para
un agujero negro de Kerr sino que estd definido de manera tal que
no depende de la foliacién especifica del espacio-tiempo y puede apli-
carse a espacio-tiempos con violacién cronolégica. Concluimos, pues,
que en el estado actual de nuestro conocimiento de la gravitacion,
caracterizado por la ausencia de una teorfa cudntica completa de la
misma, el estimador de Weyl-Kretschmann es la mejor aproximacion
clasica disponible para cuantificar la entropia del campo gravitacional,
al menos en el caso de agujeros negros.
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ACRECION SOBRE AGUJEROS NEGROS Y TEORIAS
DE LA GRAVITACION

5.1 INTRODUCCION

La teoria de la Relatividad General es consistente, con buena preci-
sién, con resultados observacionales (ver por ejemplo Will 2006). Sin
embargo, un tensor de energia-momento que representa materia exoti-
ca (en forma vaga denominado “energia oscura”, e.g. Li et al. 2011)
debe introducirse en el miembro derecho de las ecuaciones de Einstein
para ajustar los datos actuales cuando estos son interpretados en el
marco del modelo cosmolégico estdndar (basado en la teoria de la
Relatividad General). La “energia oscura” puede modelarse mediante
un campo escalar con una ecuacién de estado dada por p = wpgp,
donde wpg < —1/3 [Biswas et al., 2010a,b]. Ninguna de estas des-
cripciones estd libre de problemas, dado que la densidad de energia
asociada a la constante cosmolégica que se infiere mediante observa-
ciones astronémicas es aproximadamente 120 6rdenes de magnitud
menor que el valor predicho por teoria de campos (e.g. Weinberg 1989;
Capozziello & Faraoni 2011), mientras que el campo escalar posee
caracteristicas que estdn en desacuerdo con los campos escalares de
fisica de particulas [Sotiriou & Faraoni, 2010].

Un enfoque diferente para explicar los datos cosmolégicos es modi-
ficar las ecuaciones para el campo gravitacional, de manera tal que la
teoria resultante difiera de la de Einstein en el régimen de curvatura
pequeiia. Dado que no hay una razén fundamental a priori para res-
tringir el Lagrangiano gravitacional a una funcién lineal del escalar de
Ricci R (ver por ejemplo Magnano et al. 1987), teorias mas generales
pueden formularse usando funciones no lineales de este escalar. Las
denominadas teorias f(R) (e.g. Capozziello & Faraoni 2011) fueron
utilizadas por Capozziello & Fang 2002 para emular la expansién
acelerada del universo. En la actualidad, existe una gran cantidad
de modelos f(R) en acuerdo con los datos disponibles [de Felice &
Tsujikawa, 2010].

Aunque el actual resurgimiento de teorias f(R) se debe fundamen-
talmente a su uso para la descripcién de fenémenos donde el valor
de la curvatura de Riemann es bajo, estas teorias también han sido
aplicadas en régimen de campo gravitacional fuerte. Dado que no
existe evidencia directa del comportamiento del campo gravitacional
para valores muy grandes de la curvatura, el universo temprano y los
objetos compactos ofrecen la posibilidad de encontrar desviaciones de
la Relatividad General. Entre los estudios de gravedad modificada en
régimen de campo fuerte, se destacan el modelo inflacionario basado
en la teoria R + aR? [Starobinsky, 1980], y estudios relacionados de
recalentamiento césmico [Motohashi & Nishizawa, 2012] y produccién
de particulas en el universo temprano [Arbuzova et al., 2012], como
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también el tratamiento de estrellas de neutrones [Cooney et al., 2010]
y soluciones de agujeros negros.

Diferentes aspectos de la fisica de agujeros negros en teorfas f(R)
han sido discutidos en la literatura por Psaltis et al. 2008b,a, Hendi &
Momeni 2011, Myung 2011, Myung et al. 2011, Moon et al. 2011a,b,
Hendi et al. 2012, y Habib Mazharimousavi et al. 2012. Soluciones de
agujeros negros estaticas y esféricamente simétricas fueron obtenidas
mediante teoria de perturbaciones por de La Cruz-Dombriz et al. 2009,
mientras que agujeros negros con estas simetrias han sido estudiados
por medio del un andlisis cercano al horizonte (near-horizon analysis)
por Perez Bergliaffa & Yves de Oliveira 2011. Finalmente, soluciones de
agujeros negros de f(R)-Kerr-Newman con escalar de Ricci constante
se deben a Cembranos et al. 2011.

Desde un punto de vista astrofisico, discos de acrecién delgados
en el espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild han sido discutidos por
Pun et al. 2008, sin incluir el espectro esperado para agujeros ne-
gros astrofisicos concretos o algiin tipo de comparacién con datos
observacionales.

En la primera parte de este capitulo se investiga la existencia de 6r-
bitas circulares estables en los espacio-tiempos de f(R)-Schwarzschild
y f(R)-Kerr con escalar de Ricci constante, y se analizan las principales
caracteristicas de discos de acreciéon entorno a estos agujeros negros.
En particular, se presenta la distribucién de temperatura y espectro de
energia para discos de Page-Thorne, y se comparan los resultados con
los obtenidos usando el modelo estdndar de Shakura-Sunyaev.

5.2 ORBITAS CIRCULARES ENTORNO A UN AGUJERO NEGRO EN
GRAVEDAD f(1)

5.2.1 Espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild

La métrica de f(R)-Schwarzschild con escalar de Ricci constante Ry
es [Cembranos et al., 2011]:

2GM c’R
Y R
dZ
a2 + 7+ (40 +sin” 049?),
[(1—248) — R5v?]

donde Ry € (—o0,4/9] para que la métrica anterior represente agujeros
negros con un horizonte de eventos interno y un horizonte externo
cosmoloégico (ver Capitulo 2, Seccién 2.4).

Las ecuaciones de las geodésicas para la métrica dada por 5.1 pue-
den obtenerse a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange usando el
Lagrangiano:

L = — [(cz — ZGM> — CZROrZ} 2 (5.2)

T 12

+ #2412 (92+sin62d)2),

1
(128 - 1372
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donde x* = dx"/do, y o es un parametro afin a lo largo de la geo-
désica x* (o). Si se reemplzaza la Ec. 5.2 en las ecuaciones de Euler-
Lagrange:

& (o)~ o =0 (53)

do \oxr ) oxm

donde n =0,1,2,3 . Las ecuaciones de las geodésicas resultantes para
ty ¢ son (tomando 0 = 7t/2):

2GM Ro »|:
[(1 — ) — 1—21” ] t k, (5.4)

c2r
d = h, (5.5)

donde k y h son constantes. La ecuacion para r que resulta mas simple
de la que se obtiene a partir del Lagrangiano, se deriva del médulo
del cuadri-momento p, dado por g,vx"*x¥ = €2, donde €2 = ¢? para
particulas masivas, y €2 = 0 para fotones:

2 2
_KCZ_ZGM)_CR%Z} 2 T 11242 = €2,

T 12 [(] _chzM)_l%Tz]

(5.6)

con t y ¢ dados por las Ecs. 5.4 y 5.5, respectivamente. El conjunto de
Ecs. 5.4, 5.5, y 5.6 determina en forma completa el movimiento de una
particula en el espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild.

5.2.1.1 Trayectorias de particulas masivas

Las Ecs. 5.4, 5.5, y 5.6 pueden utilizarse para obtener la denominada
ecuacion de la energia (e.g. Hobson et al. 2006)

h? 2GM R 2GM  ¢?R
.2 0.2 0.2 212

5 1_7 - < - - = _1 .
' T2 [( c?r ) IZT ] ( T 12 T ) e )

(5.7)

La constante k se define como k = E/mgc?, donde E representa la
energia total de la particula en su 6rbita, y mo ¢? su masa en reposo.
La constante h denota el momento angular de la particula por unidad
de masa. De la Ec. 5.7 se puede identificar el potencial efectivo por
unidad de masa como:

h? 2GM  Rp , 1/ 2GM %Ry ,
Veg(r) = = (1— 22 R0 (-2 . (5.
(1) = 502 ( Zr 12" >+2 ( r ") 68

Si Rp — 0, recuperamos la expresion del potencial efectivo para la
métrica de Schwarzschild en Relatividad General.
Los extremos del potencial efectivo se obtienen hallando las raices
de la derivada de la funcién V(1) respecto a la coordenada radial:
dVeg  h*  3h°GM  GM  c*Ror

dr T3 r4c2 2 12 0 (59)
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que en términos de x = r/p, Ry = Rou?, y el momento angular
adimensional por unidad de masa h = h(cpn)~ ', se reescribe como:

dVer o ( h? 3h% 1 Rox\
ax - x3 + x4 T 2 12 ) 0. (5.10)

La derivada de la Ec. 5.10 respecto a x resulta:
A2 Vegt . c? (—4R0X4 + 15Rox3 + 12x — 72) (5.17)
dx2 _F 4 (_%_I_]) ’ 5.11

donde se ha reemplazado h por [Harko et al., 2009]:

_—, (5.12)
A2

donde x. corresponde al radio de una 6rbita circular.

Hemos calculado en forma numérica los extremos del potencial
efectivo para distintos valores de Ry.

Para Rp > 0, como mostraron Stuchlik & Hledik 1999 y Rezzolla
et al. 2003 en el espacio-tiempo de Schwarzschild-de Sitter, existen
Orbitas circulares estables para valores del momento angular especifico
que satisfacen:

hisco <h< hosco/ (5-13)

donde hjsco ¥ hosco denotan el minimo y méaximo local del momento
angular especifico para los radios marginalmente estables mas interno
y externo, respectivamente. De la Ec. 5.11 se observa que la existencia
y localizaciéon de las 6rbitas circulares depende del escalar de Ricci
Ro. Si se iguala la Ec. 5.10 a cero y despeja Ry, se obtiene el escalar de
Ricci como funcién de la coordenada radial para érbitas circulares:

12 (6 —x¢)

Ry = 7777 .

En la Fig. 50 se muestra el grafico de la dltima ecuacién: hay un
valor limite superior para el escalar de Ricci, Ry = 2,85 x 1073, para
el cual las orbitas circulares son posibles. En la Fig. 51 se grafica el
potencial efectivo como funcién de la coordenada radial. Los puntos
indican la localizacién de la tltima 6rbita circular estable. Los valores
correspondientes de los horizontes de eventos y cosmolégicos, radios
de las 6rbitas mas interna y externa circular estable, para seis valores
distintos de Rq € (0,2,85 x 1073) se presentan en la Tabla 1. Observa-
mos que para valores crecientes del escalar de Ricci el horizonte de
eventos se hace mas grande que en el espacio-tiempo de Schwarzs-
child en Relatividad General como también la localizacién de la dltima
Orbita circular estable.

Los extremos del potencial efectivo para Rg < 0 estan todos localiza-
dos fuera del horizonte de eventos, como se muestra en la Fig. 52. El
valor de la coordenada radial para el horizonte de eventos es menor
a 2 (i.e. menor que para agujeros negros de Schwarzschild en Relati-
vidad General). La localizacion de la tiltima 6rbita circular estable es
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Cuadro 1: Coordenada radial de los horizontes de eventos y cosmolégicos, y
de las 6rbitas més interna y externa circular estable para Ry > 0
en el espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild. Aqui x = r/p.

Ro Radio Radio
horizonte de horizonte
eventos cosmolégico
10712 Xeh = 2 Xeh = 3,46 x 10°
10-° Xeh = 2 Xch = 3463,10
1074 Xeh = 2 Xch = 345,40
1073 Xeh = 2,00067 xcn = 108,53
2x1073 Xeh = 2,00134 Xch = 76,44
2,84 %1073 xep =2,0019 Xch = 63,98
Ro Radio 6rbita Radio 6rbita
mads interna mas externa
circular estable circular estable
10712 Xisco = 6 Xosco = 14421,70
10-¢ Xisco = 6,00016  Xosco = 143,45
1074 Xisco = 6,02 Xosco = 30,16
1073 Xisco = 6,19 Xosco = 13,17
2x1073 Xisco = 6,91 Xosco = 2,80
2,84 x 1073 Xisco = 7,40 Xosco = 7,60
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1/p

Figura 50: Gréfico de la funcién dada por la Ec. 5.14. El mdximo absoluto
corresponde a x = 15/2y Rg = 2,85 x 1073.

Cuadro 2: Coordenada radial del horizonte de eventos y de la érbita mds
interna circular estable para Rg < 0 en el espacio-tiempo de
f(R)-Schwarzschild. Aqui x = r/p.

Ro Radio Radio

horizonte de 6rbita més interna

eventos circular estable
—1073  xenh = 1,999 Xisco = 5,86
—1072  xep = 1,993 Xisco = D,26
—107"  xep = 1,939 Xisco = 4,35
—-1,5 Xeh = 1,541 Xisco = 3,83

maés cercana al horizonte que para la solucién de Schwarzschild en
Relatividad General.
El limite Ry — —oo en la Ec. 5.11 resulta:

x> (—4x+15)=0 = x=0 V x=3,75. (5.15)

El gréfico del potencial efectivo correspondiente a los valores de los
pardmetros de la Tabla 2 se muestran en la Fig. 52.

5.2.2  Espacio-tiempo de f(R)-Kerr

La métrica del espacio-tiempo de f(R)-Kerr para 6 = 71/2 con escalar
de Ricci constante Ry es:

ds? = —i (A — az) dt? + ﬁdrz
r2z2 \7T A,
2ac
— =z (Pt a®—Ay) dtdo (5.16)
d?

=3 [(rz + az)2 — Ara2:| ,
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rlu
Figura 51: Potencial efectivo para diferentes valores de Rg > 0y h en el

espacio-tiempo f(R)-Schwarzschild. Los puntos indican la posicién
de la ultima 6rbita circular estable.

Y
R 2GMr
_ 2 2 0.2
A = (r"+a%) (1 -33" ) ——a (5.17)
p? = 1 4d? (5.18)
- _ & 2
= = 1+ ]za , (5.19)

donde M y a denotan la masa y momento angular del agujero negro
por unidad de masa, respectivamente. Soluciones que representen
agujeros negros (tomando a = 0,99) son posibles para valores del
escalar de Ricci en el intervalo (—0,13,0,6] (ver Cap. 2 Seccién 2.4.2).

Obtenemos una expresion para el potencial efectivo a partir de la
invarianza del cuadri-momento p:

9"V pupy = €%, (5.20)

donde €2 = ¢? para particulas masivas y €? = 0 para fotones. Da-
do que sélo estamos interesados en las trayectorias sobre el plano
ecuatorial, tomamos pg =0, y la Ec. 5.20 resulta:

g™t (pe)? + 29t¢ptp¢ + gct’q’pq)2 +g"p? = €2, (5.21)
donde

pr = ke, (5.22)

Py = —h (5.23)

pr - grrf- (524)
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o

— Ro=-10" h=3.4940

10
———— Ro=-10"2 h=3.7050

8 Ro=-10"" h=4.8612

— Ro=-1.5 h=11.9075

Veff

.............................

Figura 52: Potencial efectivo para diferentes valores de Ry < 0 y h en el
espacio-tiempo f(R)-Schwarzschild. Los puntos indican la posicién
de la ultima 6rbita circular estable.

Si se sustituyen las Ecs. 5.22, 5.23, y 5.24 en 5.21, la ecuacién para 2

toma la forma:
i =g e g (ke?)” + 29" Phke? — g*h?] . (5-25)

Las componentes contravariantes de la métrica 5.16 son:

tt =2 2, 2)2 2

g = m |:(T +a ) — Ara :| ’ (5.26)
A

g’ = —r—zr, (5.27)

=2
= 2., 2

gt = A 1ﬁza(r +a’—Ay), (5.28)
=2

g = —ﬁ (A, —a?). (5.29)

Luego, la ecuacién de la energia para una particula masiva es:

1. c?
Erz + Veff(T/ a, RO/ k/ h) = 7 (kz - 1) s (530)
donde el potencial efectivo es:
c2A, 2 2 =2
Veff(T/ a, RO/ k/ h) = 21”2 + 7 (k - 1) - Fr/ (531)

r=[(r*+a?)ck— ah]2 — A, (ack—h)?%. (5.32)
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Escalar de Ricci en funcién de la coordenada radial del horizonte
de eventos (linea negra discontinua) y del escalar de Ricci en
funcién de la coordenada radial de la dltima 6rbita circular es-
table (linea roja) para Rg € [—1,5,0,45] en el espacio-tiempo de
f(R)-Schwarzschild.

Figura 53:

5.2.2.1 Orbitas circulares estables de particulas masivas

Si una particula masiva se estd moviendo en una 6rbita circular de
radio Tisco, €l valor del potencial efectivo en cualquier punto de su

Orbita satisface la ecuacion:

2
c
Veff(TiSCOI a, RO/ k'/ h) = 7 (kz - ]) ’ (533)
Y,
dVv,
o (raRy k)| =0, (5:34)

Tisco

Para una Orbita estable, la ecuacion:

d* Vet

a2 >0, (5:35)

(T/ a, RO/ k/ h)

Tisco

debe también satisfacerse.
En forma numérica, calculamos el radio de la dltima o6rbita circular

estable para distintos valores de Ry < 0, con a = 0,99. Los valores
obtenidos se muestran en la Tabla 3; Observamos que las 6rbitas se
encuentran por fuera del horizonte de eventos; nétese que a medida
que el valor del escalar decrece, el radio de la dltima circular estable
se hace mds pequerio. El radio de la tltima 6rbita circular estable en
el espacio-tiempo de Kerr en Relatividad General (risco = 1,4545 1,
para particulas rotando en la misma direccién que el agujero negro)
es siempre mayor que las correspondientes en f(R)-Kerr. En la Fig. 54,
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Cuadro 3: Radio del horizonte de eventos y de la tltima 6rbita ecuatorial
circular estable para un agujero negro de f(R)-Kerr con momento
angular a = 0,99, para algunos valores de Ry < 0. Aqui, x = r/p.

Ro Radio horizonte Radio ultima 6rbita
de eventos circular estable
—10-3 Xeh: = 0,86, Xeh, = 1,14 Xisco = 1,452
—12x1073  Xens = 0,86, Xeno = 1,14 Xisco = 1,451
—102 Xeh: = 0,86, Xeho = 1,13 Xisco = 1,43
—107" Xeh: = 0,91, Xeno = 1,03 Xisco = 1,20
—1,25x 107" Xep; = 0,96, Xepp = 0,98 Xisco = 1,04

se grafican los potenciales efectivos que corresponden a los valores de
la Tabla 3.

Para el andlisis de la existencia de drbitas circulares estables para
Ro € (0,0,6], seguimos el tratamiento de Stuchlik & Slany 2004. El
momento angular especifico de una particula masiva en una 6rbita
circular co-rotante es:

1/2
2a + axc (xc2 + az) % —Xc (Xc2 + 32) <x13 - %)

e [1-2 -2 (- )]

h=-— - (5.36)

XS

De la dltima ecuacién, observamos que las 6rbitas circulares deben
satisfacer las siguientes dos condiciones:

12 1/3
Xe < (R) , (5-37)
0

que es la misma para el espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild con
escalar de Ricci positivo, y:

3 a?Rg 1T Ro\'?
——— _——— > 0. .
1 12 +2a(XC3 ]2) >0 (538)

El minimo y méximo de la Ec. 5.36 son los valores del momento
angular especifico que corresponden a la 6rbita mds interna y externa
circular estable, respectivamente, una vez fijado el momento angular
del agujero negro a y el valor de Ry. Presentamos en la Tabla 4 los
valores de los radios de dichas érbitas para distintos valores de Ry,
y a = 0,99, y en la Fig. 55 el correspondiente gréfico del potencial
efectivo. Como esperdbamos, el radio del la dltima érbita circular
estable es mayor en el espacio-tiempo de Kerr en Relatividad General.
Encontramos, también, igualando a cero la derivada de la Ec. 5.36, que
6rbitas circulares estables sélo existen si Ry € (0,1,45 x 10~ 1).

El anélisis de las 6rbitas circulares aqui presentado, serd a conti-
nuacién aplicado a la construccién de discos de acrecién en torno a
agujeros negros.
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Cuadro 4: Coordenada radial de los horizontes de eventos y cosmolégicos, y
de las ¢rbitas ecuatoriales mds interna y externa circular estable
para Rp > 0y a = 0,99 en el espacio-tiempo de f(R)-Kerr. Aqui,

X =71/l
Ro Radio horizonte Radio horizonte

de eventos cosmoldgico

107° Xeh1 = 0,86 Xeno = 1,14 Xch = 3463
1074 Xeh1 = 0,86 Xen, = 1,14 Xch = 345,40
6,67 X 1074 Xehy = 0,86 Xehp = 1,14 Xch = 113,12
1073 Xeh1 = 0,86 Xeno = 1,14 Xch = 108,53
1072 Xeht = 0,85 Xeh, = 1,15 Xch = 33,59

1071 Xeh: = 0,83 Xepo = 1,22 Xch = 9,80

Ro Radio 6rbita
mas interna

circular estable

Radio 6rbita

mas externa

circular estable

10-° Xisco = 1,4545
104 Xisco = 1,4547
6,67 x 1074 Xisco = 1,4560
103 Xisco = 1,4567
102 Xisco = 1,4765
1071 Xisco = 1,92

Xosco = 143,59

Xosco = 30,53

Xosco = 16,002

Xosco = 13,93
Xosco = 6,25
Xosco = 3,22
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-0.2

Veff

Ro=-10"3 h=15677

Ro = -1.2 107 h=1.5674

Ro=-10"2 h=15611

Ro=-10"" h=1.4237

Ro=-1.2510"" h=1.2208

Figura 54: Potencial efectivo como funcién de la coordenada radial (Rg < 0,
a = 0,99) en el espacio-tiempo f(R)-Kerr. Los puntos indican la
posicién de la tltima érbita ecuatorial circular estable.

5.3 DISCOS DE ACRECION EN REGIMEN DE CAMPO FUERTE

5.3.1  Modelo de disco de Shakura & Sunyaev
El primer modelo realista de un disco de acrecién entorno a agujeros
negros fue formulado por Shakura & Sunyaev 1973. Estos considera-
ron que la materia rotando en 6rbitas circulares Keplerianas entorno
a objetos compactos pierde momento angular debido a la fricciéon
entre capas adyacentes de materia y espirala hacia adentro. En el
proceso, se libera energia gravitacional, la energia cinética del plasma
se incrementa y el disco se calienta, emitiendo radiaciéon térmica.
Shakura & Sunyaev 1973 caracterizaron el mecanismo de trans-
porte de momento angular hacia afuera, principalmente debido a
turbulencia en el disco, mediante un sélo pardmetro denotado o.
Aqui, s6lo se considera un estado de acrecién estacionario, donde
la tasa de acrecién es:
dM

Mm=M_¢

m (5-39)

siendo C una constante, que al igual que «, se toma como un pardme-
tro externo.
Las hipétesis del modelo son:

1. el disco es delgado, i.e. su escala caracteristica en el eje z es
H << R, donde H es la mitad del grosor del disco y R el radio.

2. El gas esta en equilibrio hidroestatico en el eje z.
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Figura 55: Potencial efectivo como funcién de la coordenada radial (Rg > 0,
a = 0,99) en el espacio-tiempo f(R)-Kerr. Los puntos indican la
posicién de la tltima érbita ecuatorial circular estable.

3. El campo gravitatorio generado por el propio disco se desprecia.

La segunda hipétesis puede escribirse como:

19 _ oM, a0
pdz 137 >4

o en forma equivalente,
as = wgH, (5.41)
donde P = paZ, as denota la velocidad del sonido y

GM

wkg =
r3

, (5-42)
la velocidad angular kepleriana. Shakura & Sunyaev 1973 hicieron
todos sus célculos usando mecanica newtoniana. Los efectos de grave-
dad fuerte, descriptos por la teorfa de la Relatividad General, deben
tenerse en cuenta sélo en la regiéon r < 6u, como se mostrara en las
proximas secciones.

El transporte de momento angular en el disco resulta en la genera-
cién de calor:

1 aw
+ -
Q" =Wt (5.43)

donde Q™ es el calor producido por unidad de superficie de disco por
unidad de tiempo en cada lado, y W;¢ es la componente del esfuerzo
viscoso en el disco.

El conjunto completo de ecuaciones que determina la acrecién del
disco es:
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_ _ /GM
1. w=wg =4/ =35 (ley de Kepler).
2. M = -2t} v;r (ecuacién de continuidad).

3. Wi = —%wK {1 — ( %“)} + W, (in) (variacion del momento
angular).

4. P=2 “6’2H (equilibrio hidroestatico).

5. Wr¢ = «PH (tensor de viscosidad).

6. QT = —%qu)rdd—vrv (emision de energia).
7. Q7 = ospT* (pérdidas por radiacién).

8. P= %pRu(Te +Ti) + 5 (ecuacion de estado, con e densidad de
energia ).

—25 ., .
9. olem?] = o1+ 04 =~ 6,65 x 107> n + % (seccion eficaz

de absorcion),

donde v, es la velocidad radial de la materia en el disco, r4 el radio
del borde interno del disco, y W, ¢ (in) es la componente del tensor
de esfuerzo viscoso evaluado en r = r4. Para un agujero negro de
Schwarzschild, la dltima 6rbita estable se encuentra en rq = 6y, y se
puede tomar:

Wi (in) = Wrg(1q) = Wrg(61) = 0. (5-44)

Se tiene, entonces, un sistema de 9 ecuaciones con 9 funciones de v
como soluciones, tomando M, M, y & como pardametros externos del
modelo. Las soluciones fueron encontradas por Shakura & Sunyaev
1973.

La expresion para el flujo de energia de un disco de acrecién en-
torno a un agujero negro de Schwarzschild toma la forma [Shakura &

Sunyaev, 1973]:
Q) 3 MGM [1 A

= o M= r} , [Q(r)] = erg/cm?s™* (5.45)

donde 1o = 6GM/c? es el borde interno del disco. La Ecuacién 5.45
como funciéon de la coordenada radial adimensional es:

3. ¢ 1 6 s g
=—M —1/ =1, [Q(x)] =erg/ecm®s™" (5.46)

X
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Si se supone que el disco emite como un cuerpo negro, la temperatu-
ra del disco puede determinarse mediante la ley de Stefan-Boltzmann:

Q(r) = oT(r)?, (5.47)

donde o = 5,67 x 10*5erg cm 2s ' K™4 es la constante de Stefan-
Boltzmann. La emisién de energia en forma de radiacién térmica
puede expresarse en términos de la ley de Stefan-Boltzmann:

Q =osT?, (5.48)

y de esta dltima ecuacién puede obtenerse la distribuciéon de tempera-
tura a lo largo de la direccion radial del disco:

1/4
T(r)z(Qm> , T =K. (5.49)

OsB

El espectro total es el resultado de la superposicién de cada anillo
de temperatura T(r):

ROut
I=2n JR B[T(r)] rdr. (5.50)

Aqui, B es la distribucién de Planck:

3
B+ (T(r)) = 2hv [I] = ergcm 2.

2 (exphv/kT(r) —1)’ (5:51)

La luminosidad del disco para un observador cuya linea de la visual
forma un dngulo i respecto a la normal del plano del disco es [Frank
et al., 2002]:

47th cos iv3 [Rout rdr
Lv) = ZJ — vy [L(v)] =erg, (5.52)
¢ Ry ©XP T — 1
donde
d : distanciaala fuente,
h = 6,6256 x 10*27erg s : constante de Planck,
1 : inclinacién,
Ry : bordeinterno del disco,
Rout : borde externo del disco,
k = 1,3805 x 10°! 6elrg K™* : constante de Boltzmann.

5.3.2  Modelo de disco estdndar en Relatividad General

Novikov & Thorne 1973 y Page & Thorne 1974 realizaron un anélisis
relativista de la estructura de un disco de acrecién en torno a un
agujero negro. Supusieron que la geometria del espacio-tiempo es
estacionaria, axialmente simétrica, asintéticamente plana, y simétrica
respecto al plano ecuatorial. Postularon, ademas, que el plano central
del disco coincide con el plano ecuatorial del agujero negro. Esta
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hipétesis implica que los coeficientes de la métrica gtt, gtp, 9rr, 9oo,
Y 944 dependen solamente de la coordenada radial r.

El disco se supone en un estado cuasi-estacionario [Novikov &
Thorne, 1973]; luego, cualquier cantidad relevante (por ejemplo la
densidad o la temperatura del gas) es promediada sobre 27, una
distancia radial propia de orden 2H’, y un intervalo At, que es el
tiempo que le toma al gas moverse hacia adentro una distancia 2H.
En el intervalo At, el cambio en la geometria del espacio-tiempo se
considera despreciable.

La expresion para el flujo de radiacién de un disco de acrecién
relativista tiene la forma [Novikov & Thorne, 1973; Page & Thorne,

1974]:

Qi =— Mo O |

_Mhﬁ©<ﬁ_ggz E—QQEZM, (5.53)

Tisco

donde M, denota la tasa de acrecién de masa, Q la velocidad angu-
lar, y E y L representan la energia especifica y el momento angular,
respectivamente. El limite inferior de la integral risc, corresponde a la
localizacion de la dltima 6rbita circular estable.

La velocidad angular Q, la energia especifica E, y el momento
angular especifico L de particulas moviéndose en 6rbitas circulares
vienen dados por [Harko et al., 2009]:

dp G + \/(_gtd),r)z —gtt,r9dpo,r

Q = , (554)
dt oo,
= gtt + grgpQ
E = — , (5.55)
V=91t —291$Q — g9 Q2
~ + gpeQ
L = 210 = Jo¢ (5-56)

V=91t — 29t Q — g Q%

Las Ecuaciones 5.55, y 5.56 pueden derivarse del potencial efectivo
Ve (1) escrito en términos de los coeficientes de la métrica y resolvien-
do para E y L las ecuaciones Veie(1) = 0y Vegr (1) = 0. La expresion
para la velocidad angular QO = d¢/dt se obtiene sustituyendo E, y
L en las ecuaciones de las geodésicas dt/dt y d¢/dt [Harko et al.,
2009].

En las préximas subsecciones calculamos el flujo de radiacion, tem-
peratura y luminosidad de un disco de acrecién entorno a un agu-
jero negro de Schwarzschild y Kerr en Relatividad General, y gra-
vedad f(R) con escalar de Ricci constante. Tomamos los siguientes
valores para los pardmetros relevantes del modelo: M = 14,8M,
M = 0,472 x 10! 9g s~ ', ya=0,99 que son las mejores estimaciones
disponibles del agujero negro galactico Cygnus-X1 [Orosz et al., 2011;
Gou et al., 2011].

1 Aqui H representa la altura-mitad del disco (Jz| < H << 7).
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5.3.2.1 Discos de acrecion relativistas en torno a agujeros negros de Sch-
warzschild y Kerr

Para obtener una expresién del flujo de radiacién y temperatura
del disco para un agujero negro de Schwarzschild, calculamos la
velocidad angular Q, la energia especifica E y momento angular Lde
las particulas en el disco, usando la métrica [Schwarzschild, 1916b]:

2GM 26M\ !
2 _ _.2 2, (1 2
ds® = —c <1 Z )dt (1 Z > dr (5.57)

+ 12d6% +r?sin6%d¢?.

De las Ecs. 5.54, 5.55, y 5.56:

GM
Q = -3 (5.58)
~ (1-25M)
E = CW’ (5-59)
[ = YOMvr (5.60)
(1—3% |

Reemplazando estas ecuaciones en la Ec. 5.53, obtenemos:

3Moc® 1 3\ o X
Q= e (1) e am 3] een

Xisco

donde xj5co = 6L es la coordenada radial de la dltima 6rbita circular
estable en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
A partir de la ley de Stefan-Bolzmann,

1/4
T(r) =z (Qm> ) (5.62)

OsB

(donde z denota la correccién por corrimiento al rojo), la temperatura
del disco puede derivarse como funcién de la coordenada radial r.

En las Figs. 56 y 57 graficamos el flujo de radiacién y la temperatura
en funcién de la coordenada radial para los modelos de disco de acre-
cién Kepleriano y relativista. Observamos que los efectos relativistas
producen un decrecimiento en el pico del flujo de energia en un factor
~ 2,y que la distribucién de temperatura también se ve disminuida.

La métrica del espacio-tiempo de Kerr en coordenadas de Boyer-
Lindquist para 6 = 7t/2 es:

it — S (Ar —a?) dtz—l—ﬁdrz (5.63)
- 12 T A, 5.63
2ac

- = (P+at -4 dtdd
2
+ dri;[(rvaaz)z—Araz],

donde:

2GMr

A‘r—( +a) CZ

(5.64)
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Figura 56: Flujo de radiacion en funcién de la coordenada radial para un
disco de acrecién entorno a un agujero negro de Schwarzschild
en los modelos de Shakura-Sunyaev (SS) y Page-Thorne (PT),
respectivamente.

La expresion para el flujo de radiaciéon toma la forma:

Q(r) = — 4711\\/;0_79 (E i)i) . J: E— Qi) L,dr, (5.65)
donde:
e (5:66)
B Mo Q,r _ 3Mo f Ps ’ (5.67)
4ny/=g <E_QE>2 87 1 (py +p2)?
y los coeficientes p; vienen dados por:
p1 o= x/? <1 — % + Xsa/2> (—1 + ;i) , (5.68)
p2 = (—a +x3/2) (1 +i§—2);/2), (5.69)
Pz = <1+);/2><—1+i—)§32+3;22>, (5.70)
pa = X (1 — z + X§?2>2 <—1 + f;) , (5.71)

Ps = 53 (x +a—2ax ) 1—;—1—)(37 . (5.72)

Aqui x = 1/ es una coordenada radial adimensional, y a = a/p es el
momento angular del agujero negro en unidades adimensionales.

En las Figs. 58 y 59 mostramos los graficos del flujo de radiacién y
temperatura de un disco de acrecién en torno de un agujero negro de



5.3 DISCOS DE ACRECION EN REGIMEN DE CAMPO FUERTE

Figura 57: Temperatura en funcién de la coordenada radial para un disco
de acrecién entorno a un agujero negro de Schwarzschild en los
modelos de Shakura-Sunyaev (SS) y Page-Thorne (PT), respectiva-
mente.

Cuadro 5: Valores de la energia para el pico de emision, temperatura méaxima,
y luminosidad de un disco de acrecién entorno a un agujero
negro de Schwarzschild y Kerr (a = 0,99) en los modelos SS y PT,

115

respectivamente.
Schwarzschild (SS) Schwarzschild (PT) Kerr (PT)
Emax 1007,59 eV 746,94 eV 1654,9 eV
Tmax 0,406 keV 0,277 keV 0,539 keV

L(Emax) 242x103ergs™!  1,22x 103 ergs™! 2,26 x 1037 ergs™!

Kerr de momento angular a = 0,99, cuya tltima 6rbita circular estable
estd en Tisco = 1,4545 1. En la Fig. 60 presentamos la luminosidad de
un disco de acrecion relativista entorno a agujeros negros tanto de
Schwarzschild como de Kerr. Como comparacién, se presenta también
la luminosidad de Schwarzschild /Shakura-Sunyaev.

Los valores maximos de temperatura, luminosidad, y energia del
pico de emision para todos estos modelos se muestran en la Tabla 5.
Como esperdbamos, la luminosidad méxima corresponde a un disco
de acreciéon que rota en el mismo sentido que el agujero negro. Dado
que la dltima 6rbita circular estable se encuentra més cerca del agujero
negro que en el espacio-tiempo de Schwarzschild, la radiacion térmica
es emitida a mads altas energias.
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Figura 58: Flujo de radiacion en funcién de la coordenada radial para un
disco de acrecién entorno a un agujero negro de Kerr de momento
angular a = 0,99 en el modelo PT.

5.3.3 Discos de acrecion en gravedad f(R)

5.3.3.1 Agujeros negros de f(R)-Schwarzschild

El flujo de radiacién de un disco de acrecién entorno a un agujero
negro de f(R)-Schwarzschild tiene la forma:

; -1
9Moc® (1-32) JX .
= X E—QL I_ d ) .
EEC N Jlrte  G7)
donde
= o\ T V3 (—12x+ 72+ 4Rgx* — 15Rgx>
<E _QL> b= ( : )1/2 ° ) (5-74)

DR

X

Suponemos para el radio exterior del disco [Dove et al., 1997]:

Tout = Tisco- (5-75)

De acuerdo a la dltima ecuacion, si el radio de la tltima Orbita circular
es Tisco = 6,3 Tg, el radio externo del disco es aproximadamente 70 .
Si se consideran valores mayores de oy, no hay grandes diferencias
en la distribucién de temperatura y luminosidad.

Primero, calculamos la temperatura y distribuciéon espectral de
luminosidad para Ry < 0, usando los valores presentados en la Tabla
2. En las Figs. 61 y 62 mostramos los gréficos de la temperatura como
funcién de la coordenada radial, y de la luminosidad como funcién de
la energia, respectivamente. Nétese que se ha hecho la correspondiente
correccién por corrimiento al rojo gravitacional.

La temperatura mdxima como también la luminosidad se incremen-
tan para valores pequefios de Rg. En los cuatro casos presentados,
el disco de acrecién estd mas caliente que en el caso de Relatividad
General, e.g. en un disco de acrecién entorno a un agujero negro de
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Figura 59: Temperatura en funcién de la coordenada radial para un disco de
acrecién entorno a un agujero negro de Kerr de momento angular
a = 0,99 en el modelo PT.

f(R)-Schwarzschild para Ry = —1,5, la temperatura maxima y lumino-
sidad son mads altas en un factor 1.9 y 3.7, respectivamente.

La energia correspondiente al pico de la emision estd corrida a valo-
res més altos, alcanzando 1359.20 eV para los pardmetros utilizados
en este trabajo.

Mostramos en la Seccién 5.2.1.1 que para Rg > 0, 6rbitas circulares
estables son posibles entre un radio minimo y maximo. En la Tabla
1, observamos que sélo para Ry = 10712 y Ry = 107° se puede tener
orbitas circulares estables, si el radio externo del disco es rout = 707g.
En la Tabla 7 se presentan los valores de la coordenada radial para la
dltima Orbita circular estable, para el radio donde se alcanza la méxima
temperatura, temperatura maxima, luminosidad, y energia del pico
de emisioén. Concluimos que para Ry € (0,107°] la temperatura y
distribucién de energia no presentan grandes diferencias respecto a
las correspondientes distribuciones en Relatividad General.

5.3.3.2 Agujeros negros de f(R)-Kerr

Calculamos ahora el flujo de radiacién de un disco de acrecién
entorno a un agujero negro de f(R)-Kerr:

Mo Qx <\~
Qx) =— — — J E— QL) Lxdx, (5.76)
47T \% _g (E _ QL) Xisco )
donde
c
Q= —36ﬂﬁn, (5.77)

x1/2 {12x3 +a {123 —aRox® —44/36x3 _3X6R0]}

T] =
(12x3 4 a2Rox3 — 12a2)* \/—Rox3 + 12
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Cuadro 6: Valores de la coordenada radial de la altima 6rbita estable, coor-
denada radial correspondiente al méximo de la temperatura, tem-
peratura méxima, luminosidad, y energia del pico de la emi-
sién para un disco de acrecién entorno a un agujero negro de
f(R)-Schwarzschild con Ry < 0.

f(R)-Schwarzschild Ro =0 Ro =—103 Ro = —102
Tisco/Tg 6 5,85 5,26
TTmax/Tg 10,05 10,82 11,04
Tmax 0,277 keV 0,298 keV 0,371 keV
Emax 746,94 eV 825,31 eV 1007,59 eV
L(Emax) 1,22x 1037 ergs™ ! 1,97 x 1037 ergs™! 2,91 x 1037 ergs™!
f(R)-Schwarzschild Rop=—10"" Ro=-1,5
Tisco/Tg 4,35 3,82
TTmax/Tg 7,58 6,45
Tmax 0,468 keV 0,526 keV
Emax 1230,13 eV 1359,20 eV
L(Emax) 3,93 x 1037 erg s 45x%x10%7 erg g1

Cuadro 7: Valores de la coordenada radial de la dltima 6rbita estable, coor-
denada radial correspondiente al maximo de la temperatura, tem-
peratura médxima, luminosidad, y energia del pico de la emi-
sién para un disco de acrecién entorno a un agujero negro de
f(R)-Schwarzschild black hole con Ry > 0.

f(R)-Schwarzschild Ro=0 Ro =10"°
Tisco/Tg 6 6,00016
TTmax/Tg 10,81 10,82
Tmax 0,277 keV 0,277 keV
Emax 746,94 eV 746,94 eV
L(Emax) 1,22x 103 ergs™" 1,22 x 1037 ergs™!
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Figura 60: Luminosidad en funcién de la energia para un disco de acrecién
relativista en torno a un agujero negro de Schwarzschild y Kerr
(@ = 0,99). Se grafica también la luminosidad en funcién de la
energia para un disco de acrecién entorno a un agujero negro de
Schwarzschild correspondiente al modelo de Shakura-Sunyaev.

T_ 2u (L +13) (5.78)
(12 +a2Rg) xv/13 + Iy '
oK (123 + a2 (—12+Rox®)] (15 + e + 17 + 1g + Lo)

= , (5:79)
(12+a2Ro) /1253 — Rox® (L10 +141)>/?

(5.80)

(E—Qt) B 12¢y/153 4+ 1g
(124 a2Rg) [12x3 + a2 (=12 +x3Ry)]’
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Figura 61: Temperatura en funcién de la coordenada radial para algunos
valores de Ry < 0, para un agujero negro de f(R)-Schwarzschild.

l‘?a
loa1
Lo

L1q

Li1a

+

—72a%x — 216ax> + 12x3 \/m,
a?1/36x3 —3x6Rg [a%xRo + 24 +x (12+x*Ro)],
—4322%% +x° (12+ a%Rg)” + 4823 /36x3 — 3x°R,,
144ax%/36x3 — 3x6R,

12x% [36x* +2"Rg +a* (36 —3x*Ro) |,

[108ax? (—24 — 12x + 5Rox®) ] v/12x3 — Rox®,
36a° (—48 — 36x + 7Rox>) v/12x3 — Rox®,

V3a*x (=12 + Rox?) [-108 + Rox? (=3 + Rox®)],
36V/3x3 {72+ x [~12+ Rox? (=15 +4x)] },
3v/3a%x% {864 + xloq},

2160 + xLoq1],

(432 +Ro?x* (154 8x) — 12Rox (21 + 26x)) ,

144 (=3 +x) x> +a’Rox® (=12 + Rox?)
48a%1/36x3 — 3Rox®,

144ax21/36x3 — 3Rox® + 12a%x%11 14,

—36 +x [—36 + Rox? (3 +2x)] .

Si consideramos que el radio interno del disco es 1,4545t,, de acuerdo
a la Ec. 5.75, Tout & 167g. De la Ec. 5.76, calculamos en forma numérica
la temperatura y luminosidad para los valores que se muestran en la
Tabla 3, teniendo en cuenta las correcciones por corrimiento al rojo.
Los resultados pueden apreciarse en las Figs. 63, 64, y la Tabla 8.
La temperatura del disco aumenta para valores decrecientes de Ry.
El cociente de la temperatura méxima para los casos de Relatividad
General y graveded f(R), con Ry = —1,25 x 1077, es 1.20. El pico de la
emision se incrementa en un factor 2, y la energia correspondiente se
desplaza a valores maés altos.
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Figura 62: Luminosidad en funcién de la energia para algunos valores de
Ro < 0, para un agujero negro de f(R)-Schwarzschild.

Dado que el radio externo del disco es 16rg, a partir de la Tabla 4
notamos que s6lo es posible construir discos de acrecién para Ry =
10-° y Ro = 10~%, hasta Ry = 6,67 x 10~%. Para dichos valores de Ry,
en la Tabla 9 se muestran los valores de la coordenada radial de la
altima 6rbita circular estable, temperatura maxima, luminosidad, y la
energia del pico de la emision, y en las Figs. 65 y 66, las distribuciones
de temperatura y luminosidad, respectivamente. Al igual que para
agujeros negro de f(R)-Schwarzschild con escalar de Ricci positivo, las
diferencias respecto al caso de Relatividad General son despreciables.

Figura 63: Temperatura en funcién de la coordenada radial para algunos
valores de Ry < 0, para un agujero negro de f(R)-Kerr.

En siguiente seccién, se examinardn algunas formas especificas para
la funcién f, y se obtendran restricciones sobre las mismas a partir de
los resultados obtenidos sobre discos de acrecion.
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Cuadro 8: Valores de la coordenada radial de la altima 6rbita estable, coor-

denada radial correspondiente al méximo de la temperatura, tem-
peratura méxima, luminosidad, y energia del pico de la emisién
para un disco de acrecién entorno a un agujero negro de f(R)-Kerr

con Rp <0ya=0,99.

f(R)-Kerr Ro =0 Ro =—10"3 Ro=—-12x10"3
Tisco/Tg 14545 14523 14518
TTmax/Tg 3,79 3,79 3,79
Tax 0,539 keV 0,54119 keV 0,54148 keV
Emax 16594 eV 16594 eV 1659,4 eV
L(Emax) 2,26 x10%7ergs™" 2,38 x 1037ergs™! 2,41 x 103 ergs™!
f(R)-Kerr Ro = —10"2 Ro =—10"" Ro=—1,25x 107!
Tisco/Tg 1,4325 1,2017 1,0419
FTmax/Tg 3,85 3,85 3,78
Tmax 0,553 keV 0,663 keV 0,652 keV
Emax 1833,52eV 2025,9 eV 2025,9 eV
L(Emax) 2,94 x10%7ergs™" 4,23 x10%7ergs™' 4,60 x 1037ergs™!

Cuadro 9: Valores de la coordenada radial de la dltima 6rbita estable, coor-

denada radial correspondiente al maximo de la temperatura, tem-
peratura maxima, luminosidad, y energia del pico de la emisién
para un disco de acrecién entorno a un agujero negro de f(R)-Kerr

con Rg >0ya=099.

f(R)-Kerr Ro = 0 Ro = 10— Ro = 6,67 x 10—
Tisco/ g 1,4545 1,4547 1,4559
FTmax/Tg 3,79 3,79 3,79
Tmax 0,53942 keV 0,53927 keV 0,53843 keV
Emax 1659,4 eV 1659,4 eV 1659,4 eV
L(Emax) 226 x10%7 ergs™! 2,25x 103 ergs™! 2,09 x 1037 ergs™!
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Figura 64: Luminosidad en funcién de la energia para algunos valores de
Ro < 0, para un agujero negro de f(R)-Kerr.

5.4 LIMITES PARA PRESCRIPCIONES ESPECIFICAS EN f(1)

Como se discuti6 en la Secciones 5.2.1.1 y 5.2.2.1, la existencia de
discos de acrecién de Page-Thorne entorno a agujeros negros en teorias
f(R) restringe los valores de Ry:

= espacio-tiempo de f(R)-Schwarzschild:

Ro € (—o0; 107, (5.81)

= espacio-tiempo de f(R)-Kerr:

Ro € [-1,2x 1073;6,67 x 10~4]. (5.82)

Como mostraremos en la Seccién 5.5, observaciones actuales de
Cygnus X-1 descartan discos de acrecién entorno de agujeros negros
de f(R)-Schwarzschild, dado que la maxima temperatura obtenida en
dichos modelos es inferior a la que se infiere mediante observaciones
[Gou et al., 2011]. Luego, s6lo consideraremos los valores de Ry dados
por la expresion 5.82.

Se mostrard en esta seccion como estos valores llevan a limites en
los pardmetros de teorias f(R) particulares, mediante la ecuacién:

_ 2f(Ro)
Ro = £itRg) =T (5.83)

Se imponen, ademads, las siguientes condiciones de viabilidad, que
debe satisfacer cualquier f(R) [Cembranos et al., 2011]:

—1 < f'(Ry) <0, (5-84)

f"(Rg) > O. (5.85)
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Figura 65: Temperatura en funcién de la coordenada radial para algunos
valores de Rg > 0, para un agujero negro de f(R)-Kerr.

5.4.1 f(R) = aRP

Los parametros «, {3, y el escalar de Ricci estdn relacionados por la
Ec. 5.83 de la forma:

Ro = ] a
o=z (550

Si se introduce el pardmetro adimensional &’ = Rg T con Rg=pn?

esta ecuacion puede reescribirse como

R L o 8
o~ |emal >t
Notese que la condicion 3 > 0 garantiza el limite a Relatividad General
para valores pequefios del escalar de Ricci R.

Consideramos primero el caso de escalar de Ricci positivo:

Caso I
a' >0NAB>2, (5.88)
o
o <ONAP<2 (5.89)
Caso II
' <0 A B>2, (5-90)
0

x>0 A B<2, (5.91)
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Figura 66: Luminosidad en funcién de la energia para algunos valores de
Ro > 0, para un agujero negro de f(R)-Kerr.

y 1/(f — 1) un ntimero entero, esto es:

1

conn € Z. Si se despeja «’ de la Ec. 5.87, se obtiene la funcién:

, 1 1
o'(B) = W ((5—2> . (5.93)

Mostramos en la Fig. 67 el grafico de o’ como funcién de 3 (con § > 0)
para valores fijos del escalar de Ricci.

Observamos que para € (0,2), «’ € (—o00,0). Para f = 2, la
Ec. 5.93 no estéd definida, mientras que para f > 2, o’ toma valores
positivos grandes. Dado que « debe ser pequefio para recuperar la
teoria de la Relatividad General para valores pequefios del escalar
de Ricci, el caso o’ > 0, B > 2 se descarta. Obtenemos, entonces, las
siguientes restricciones en los pardmetros:

o’ € (—00;0) A Be(0;2) A Rge (0;6,67 x1074].

Para valores negativos del escalar de Ricci, de la Ec. 5.93 se requiere
que:

1—-B=2m, = Poga=1—-2m, (5-94)

1—B=2m+1, = Peven =—2mM, (5.95)

donde m € Z;, paratener  >0.5im =0, =1y o’ =a =—1.

Estos valores de los parametros llevan a f(R) = —R, la cual no se reduce
a Relatividad General. Para 3 = 2, la Ec. 5.93 no esta definida. Si > 3
y es un nimero impar, o’ toma valores positivos grandes, mientras
que si p >4y es un nimero par, &’ es negativo y grande. Dado que
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o’ tiene que ser pequefo para recuperar la teoria de la Relatividad
General para valores pequenos del escalar de Ricci, concluimos que
valores negativos de Rg no estan permitidos en esta teoria.

Nos restringimos ahora a valores de « y 3 de acuerdo a las Ecs. 5.84

y 5.85.
Las derivadas primera y segunda para la funcién f son:
f'(R) = oapRP™!, (5:96)
f"(R) = ap (B—1)RF2 (5.97)

Las restricciones sobre oy 3 que satisfacen la Ec. 5.85 son:

x>0 A B>1, (5.98)

x<0 A Bel(01). (5-99)

La condicién dada por la Ec. 5.98 se descarta ya que no satisface la Ec.
5.93. La condicién de viabilidad, dada por la Ec. 5.84, toma la forma:

—1 < afRoP T <. (5.100)

Se pueden restringir los valores de o utilizando la tltima desigualdad
como:

0<p<l.
Multiplicando por RoP ! «, 1a tltima restriccién toma la forma:
0> afRoP™2 > aRoPT. (5.101)

Para satisfacer la Ec. 5.100:

—1
-1 _ -
aRo >—-1 = (X>R05_1'
Si =0 a>—Rp,yparap =1, x> —1. El conjunto de valores para
xes x € (—Rp,0).
Concluimos que los valores de « y 3 que estdn permitidos por
nuestro modelo como también por las dos condiciones de viabilidad
son:

x € (—Rp;0) A Be(0;1) A Rge(0;667x1074.

5.4.2 f(R)=R eln%

En este caso, los pardmetros € y «, y el escalar de Ricci estdn
relacionados por la Ec. 5.83 en la forma simple:

@ = Rp exp (l — 1). (5.102)

Si se divide por Ry, obtenemos ' = Rgexp (]E — 1). Para Ry > 0, la
funcién a’(€) es siempre positiva, siendo negativa para todo valor de
€ si Rg < 0. Los limites sobre € y o que se derivan de la Ec. 5.83 son:
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Figura 67: Gréfico de o’ en funcién de p para distintos valores de Rg.

» Ry € (0;6,67 x 1074

€€ (—00;0) A o €(0;e” " Ro),

e€(0;00) A o € (e Rp;0),

" Rg e [-1,2x1073;0)

€€ (—00;0) A o €(—e " |Rol;0),

ee(0;00) N « € (—oo;—e " |Rgl),

La derivada primera y segunda de la funcién f toma la forma:

f'(R) = e<1—|—lnR), (5.103)
x

" €

f’(R) = R (5.104)

La condicién f”(Rg) > 0 se satisfacesie >0 ARy >0,0e <0 ARp <
0.
La Ec. 5.84 en forma adimensional es:

R
—T<e <1 +1In oﬁ) < 0. (5.105)
Esta ecuacion, junto con 5.104, resultan en:

= Parae >0y Ry >0, a’ € (e Ro;Roexp { (L +1)}).

= Parae <0y Rp <0,
ol € (—e IRol; —IRol exp {1 — %})
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En resumen, las restricciones que se tienen son:

Ro € (0;667x107%, €>0, o' €(e ' Rg;00), (5.106)

< frmen{(1))

R € [-1,2x 10_3;0), €e<0, o e(—e! IRol; 0), (5.107)

1
o« € <—e IRol; —IRol exp {1 — |€|}> .

El primer grupo de restricciones se satisface para € > 0, mientras que
el segundo grupo sélo para € € (—1/2,0). Concluimos que para la
funcién f(R) que se analiza, los valores

Ro € (0;6,67 %1074, e>0, o€ (eRg;o0), (5.108)

Y
Ro€[-1,2x107%0), ee(~1/2,0), o’ € (—e " |Ro/;0) (5.100)

estdn permitidos.

5.5 DISCUSION

Los resultados presentados en la Seccién 5.3 pueden compararse con
datos observacionales actuales para asi derivar algunas restricciones
sobre una dada teoria f(R). Para ilustrar esta afirmacién, conside-
ramos a Cygnus X-1, candidato a agujero negro perteneciente a un
sistema binario de alta masa en la Galaxia. Recientemente, una serie
de trabajos sobre dicha fuente [Reid et al., 2011; Orosz et al., 2011;
Gou et al.,, 2011] ha provisto de medidas de alta precisién, hasta el
momento sin precedentes, de la distancia, masa del agujero negro,
pardmetro de espin a, y la inclinacién orbital de la fuente. Esto ha
abierto la posibilidad de restringir teorias modificadas de la gravedad
con observaciones locales precisas de objetos astrofisicos en la Galaxia.

Cygnus X-1 fue descubierta en rayos X por Bowyer et al. 1965. Estu-
dios dindmicos preliminares del objeto compacto sugerian la presencia
de un agujero negro (e.g. [Bolton, 1972]). La distancia a Cygnus X-1 se
estima actualmente en 1,86J_rgjﬁ kpc [Reid et al., 2011]. Este valor fue
determinado mediante el método de paralaje trigonométrica utilizan-
do el Very Long Baseline Array (VLBA). A esta distancia, la masa del
agujero negro es M = 14,8M, [Orosz et al., 2011]. Este es el valor que
tomamos en todos los célculos presentados en las secciones anteriores.

La fuente ha sido observada tanto en low-hard state, dominado por
la emisién de la corona (e.g. [Dove et al., 1997; Gierlinski et al., 1997;
Poutanen, 1998; Romero et al., 2014]), y en high-soft state, dominado
por el disco de acrecién, que en este estado se extiende hasta la tltima
Orbita estable. En el low-hard state, donde la fuente reside la mayor
parte del tiempo, un jet estacionario y no-térmico puede observarse
[Stirling et al., 2001]. El jet estd ausente en el estado térmico. Es en este
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altimo estado, pues, cuando un espectro en rayos X mds claro puede
obtenerse.

La tasa de acrecion y el parametro de espin del agujero negro
son ~ 0,472 x 10'? g s7! y 0.99, respectivamente, de acuerdo a las
estimaciones de un modelo de Kerr més disco que emite como cuerpo
negro [Gou et al., 2011]. Estos modelos en Relatividad General dan
lugar a una distribucion espectral de energia con un maximo en Ep4x ~
1,6 keV. Contrariamente, modelos de f(R) con curvatura negativa
corresponden a una temperatura méxima baja, mucho mads baja de
lo que se espera para el caso (no realista) de un agujero negro de
Schwarzschild. Luego, podemos suponer que un ajuste de modelos
de f(R)-Kerr a los datos preferirfan también de valores altos para la
temperatura, i.e., aquellos con curvatura no-negativa. Modelos con
tasas de acrecién y espin cercanos a los obtenidos por Gou et al. 2011 y
curvatura pequefa positiva parecen viables, lo que es consistente con
un comportamiento asintético correspondiente a un espacio-tiempo de
de Sitter dotado de un valor para la constante cosmolégica pequefio y
positivo.

Estudios adicionales en rayos X con el satélite Chandra podrian impo-
ner limites mds restrictivos, particularmente si se disponen de limites
para el valor de la tasa de acrecién obtenidos en forma independiente.

5.6 CONCLUSIONES

Hemos calculado y analizado 6rbitas circulares estables y discos
de acrecion relativistas en torno a agujeros negros de Schwarzs-
child y Kerr en gravedad f(R) con escalar de Ricci constante en
régimen de campo fuerte. Hemos encontrado que discos estables
s6lo pueden formarse para curvaturas en los rangos (—oo,107¢] y
[—1,2 x 1073,6,67 x 10~4] para agujeros negros de Schwarzschild y
Kerr, respectivamente. Observaciones actuales de Cygnus X-1 en el soft
state descartan valores para el escalar de Ricci menores a —1,2 x 103,
Restricciones adicionales pueden imponerse para prescripciones espe-
cificas de gravedad f(R); en particular, las prescripciones logaritmicas
estan fuertemente acotadas por datos observacionales. Determinacio-
nes futuras de alta precisién de los parametros de otros candidatos
a agujeros negros pueden imponer limites mds restrictivos a teorias
alternativas de la gravitacion.
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SOBRE SISTEMAS BINARIOS DE AGUJEROS
NEGROS

6.1 INTRODUCCION

Los sistemas binarios de agujeros negros supermasivos son probable-
mente el resultado de la fusién de galaxias. La formacién y evolucién
de dichos sistemas ha sido discutida extensamente en la literatura
(ver por ejemplo la revision de Dotti et al. 2012, como también de
Colpi & Dotti 2009, y Komossa 2006). Actualmente, la identificaciéon
de sistemas binarios de agujeros negros supermasivos o Supermassive
Black Hole Binary (SMBHB) es de gran interés, ya que se espera que
estos sistemas sean potentes fuentes de ondas gravitacionales a bajas y
muy bajas frecuencias, siendo blancos apropiados para interferémetros
espaciales y pulsar timing arrays [Sesana, 2013].

Hasta el momento, hay alrededor de 20 SMBHBs identificados, y
numerosos candidatos. Los SMBHBs conocidos tienen una separacion
orbital de entre ~ 7 pc hasta 10 kpc. Los que poseen separaciones orbi-
tales mas grandes pueden resolverse directamente en rayos X como dos
nucleos galdcticos activos en la misma galaxia [Komossa et al., 2003;
Fabbiano et al., 2011]. Otro tipo de evidencia para la identificacién de
SMBHBs incluye observaciones de lineas dobles anchas o angostas en
cuasares [Zhou et al., 2004; Boroson & Lauer, 2009; Tsalmantza et al.,
2011; Woo et al., 2014] y curvas de luz periédicas en el 6ptico, siendo
el objeto BL Lac OJ 287 el candidato mads fuerte encontrado por este
método [Sillanpaa et al., 1988, 1996; Valtaoja et al., 2000]. Distorsiones
helicoidales, curvatura y precesion de jets han sido también asociados
con la presencia de SMBHBs [Begelman et al., 1980; Kaastra & Roos,
1992; Roos et al., 1993; Villata & Raiteri, 1999; Abraham & Romero,
1999; Katz, 1997; Romero et al., 2000, 2003; Stirling et al., 2003; Lobanov
& Roland, 2005; Liu & Chen, 2007; Caproni et al., 2013; Kun et al,,
2014]. Nétese, sin embargo, que la binaridad no es la tinica explicacién
posible para dichas caracteristicas, siendo varias de las identificaciones
no concluyentes. La otra posible explicacion rival es la precesion del jet
por el efecto Lense-Thirring. La buisqueda de caracteristicas especificas
en el espectro electromagnético de SMBHB, particularmente en la fase
previa a la coalescencia, ha sido abordada en varios estudios. Estos
trabajos se focalizan en la prediccién de la emisién de lineas o de la
radiaciéon del continuo por el flujo acretado (e.g. Bogdanovi¢ et al.
2008; Bode et al. 2010; Shen & Loeb 2010; Zanotti et al. 2010; Tanaka
et al. 2012).

Los Nicleos de Galaxias Activos o Active Galactic Nucleus (AGN)
que albergan sistemas binarios de agujeros negros supermasivos en
sus ntcleos pueden estar en una configuracién tal que el plano orbital
sea coplanar con el disco circumbinario. La evolucioén acoplada del
sistema binario y el disco ha sido estudiada tanto en forma tedrica
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como numérica, como por ejemplo Gould & Rix 2000, Dotti et al.
2007, Hayasaki et al. 2007, Kocsis et al. 2012b, Roedig et al. 2012,
D’Orazio et al. 2013, Rafikov 2013, y Hayasaki et al. 2013. Simulaciones
recientes en Relatividad General magnetohidrodindmicas de discos de
acrecioén circumbinarios magnetizados han sido realizadas por Gold
et al. 2014a, y Gold et al. 2014b. El comportamiento de un sistema
binario de agujeros negros supermasivos se asemeja al de un sistema
proto-planetario. En particular, los torques de marea ejercidos sobre el
gas por el objeto menos masivo (el objeto secundario) pueden abrir un
gap (i.e. una regioén de densidad muy baja) en el disco (e.g. Papaloizou
& Lin 1984; Lin & Papaloizou 1986a,b; Syer et al. 1991; Syer & Clarke
1995; Takeuchi et al. 1996).

Si el objeto secundario es mucho menos masivo que el objeto pri-
mario, el disco estd fuertemente perturbado y la migraciéon del objeto
secundario hacia adentro es rdpida en relacién a la vida media tipica
del disco. Esta migracién se denomina de Tipo I. Cuando el cociente
de masas es del orden de la unidad los torques de marea cerca del
objeto secundario son lo suficientemente fuertes como para que el
disco se trunque: un anillo externo de material permanece pero el
flujo de gas a través de la 6rbita del objeto secundario es insignificante.
Para valores del cociente de masas intermedio, el disco interno no es
evacuado pero un hueco anular se desarrolla en la trayectoria orbital
del objeto secundario — esta es la migracion de Tipo II que prosigue en
escalas temporales grandes.” El objeto secundario sigue el movimiento
del gas permaneciendo siempre dentro del hueco.

Simulaciones numéricas recientes de Kocsis et al. 2012b,a muestran
que, para ciertos valores del cociente de masas y separacién orbital,
existe otro tipo de régimen de migracion caracterizado por una tasa
de migracién intermedia entre la Tipo I y Tipo II. En este régimen,
denominado “Tipo 1.5 overflowing”, el gas se filtra a través del hueco
anular, siendo la densidad de masa del disco distinta de cero hasta la
ultima orbita circular estable. Luego, la acrecion sobre el objeto prima-
rio puede sostener la actividad central y eventualmente alimentar un
jet.

En un disco de acrecién en el régimen “overflowing”, una cantidad
considerable de gas se acumula fuera de la 6rbita del objeto secun-
dario, causando que el disco localmente se engrose y caliente. Estas
perturbaciones en la densidad y temperatura se traducen en caracte-
risticas en el espectro radiativo del disco que estan ausentes en el caso
de un disco estdndar genérico delgado sin gap (e.g. Liu & Shapiro
2010; Kocsis et al. 2012b; Giiltekin & Miller 2012).

La emision a altas energias (i.e. en rayos gamma E, > 1 MeV) pro-
veniente de ntcleos galécticos activos esta relacionada con radiacién
producida en jets relativistas. Uno de los mecanismos mads eficientes
de emisién no térmica a altas energias de jets es el scattering Inverse
Compton (IC) de fotones por electrones relativistas. Campos de ra-
diacion de bajas energias producidos tanto dentro como fuera del jet

La transicion entre los régimes de migracién no sélo dependen del cociente de masas
sino también de la separacién orbital y propiedades del disco de acrecion tales como
el valor de la viscosidad.
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son blancos adecuados para interacciones IC; estos mismos fotones
pueden absorber rayos gamma producidos en el jet. Gran cantidad de
fotones blanco son provistos por el disco de acrecién. Dado que las
caracteristicas del espectro IC y la opacidad a la propagacion de rayos
gamma depende de la distribucién de energia de los fotones blanco,
cualquier caracteristica notoria en el espectro radiativo del disco se
espera que tenga una correlacion en el espectro a altas energias de los
jets.

En este trabajo consideramos un sistema binario de agujeros negros
supermasivos en el régimen “overflowing” donde el objeto primario
lanza un jet relativista. Aplicamos los resultados de las simulaciones
de Kocsis et al. 2012b,a para caracterizar la estructura del disco y
calcular su espectro modificado. Luego, computamos la distribuciéon
espectral de energia o SED no térmica del jet incluyendo el external
IC scattering de los fotones del disco y corregimos por absorcion.
Finalmente, evaluamos si la parte de altas energias de la SED presenta
alguna caracteristica que pueda revelar la presencia de un agujero
negro secundario. Este tipo de estudios, propuestos aqui por primera
vez, sirve para identificar posibles emisores de ondas gravitacionales.

6.2 DISCO DE ACRECION RELATIVISTA CON UN GAP

Consideramos un sistema binario de agujeros negros supermasivos
en estado estacionario. El primario es un agujero negro de Kerr con
masa M, y momento angular a rodeado por un disco de acrecion.
La posicion del primario corresponde a un radio cilindrico de valor
T = 0. El agujero negro supermasivo secundario de masa ms posee
una Orbita circular de radio 15 dentro del disco. Suponemos que el
secundario produjo en su camino orbital un gap anular en el disco.
Para que esto ocurra, dos condiciones bésicas deben satisfacerse:

1. El radio de la esfera de Hill del secundario (su regién de influen-
cia gravitacional) debe ser mds grande que la altura del disco
h.? El radio de Hill se define como

ms 3 3
TH=Ts <3M > =T (%) 3, (6.1)

donde q = ms/M, es el cociente de masas. El secundario puede
abrir un gap en el disco si ry > h, lo que implica de la Ec. 6.1
que

3
q=3 (2) . (6.2)

2 Suponemos que el cociente entre la altura del disco y su radio, h/, es aproximada-
mente constante.
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2. La escala temporal para que se cierre el gap debido a la reaccién
viscosa del disco es mayor que la escala temporal para que
se abra el gap. Si el disco se modela como un disco estdndar
[Shakura & Sunyaev, 1973], esto implica que [Takeuchi et al.,

1996]

T

2
h
q2 () o'/2, (6.3)

donde « es el pardmetro de viscosidad adimensional.

Para un dado valor de M,, nos restringimos a aquellos valores
de q y 75 de acuerdo a las condiciones encontradas por Kocsis et al.
2012a para que el sistema se establezca en el régimen overflowing; en
particular, elegimos 1073 < q < 10" y 15 en el rango mostrado en la
Fig. 3 de Kocsis et al. 2012a. El disco puede dividirse en cinco zonas
distintivas como se muestra en la Fig. 68: interior lejana (inner far),
interior cercana (near interior), exterior cercana (near exterior), media
(middle), y exterior lejana (outer far). En las regiones lejanas la influencia
del secundario es despreciable, es significativa en la zona media, y
fuerte en la regiones cercanas. Para caracterizar la estructura del
disco de acrecién en la regiéon donde las perturbaciones de marea del
secundario son importantes, seguimos la prescripcién dada por Kocsis
et al. 2012b, que son ajustes de los resultados de sus simulaciones
numéricas. Kocsis et al. 2012b calculan la temperatura superficial Ts
en términos de la temperatura central T. y la densidad superficial del
disco Z (ver la Ec. 15 de Kocsis et al. 2012b) como:

g \1/4
Ts - <3KZ> Tc, (6.4)

donde k = 0,35 cm? g~ es la opacidad que se supone dominada por
electron scattering. La temperatura central y la densidad superficial
estdn expresadas en términos de:

TC - TC (06_1,11'1_],7\/[7, f—ZI q—3/T52/‘r2/ T) 7 (65)
L =1 (a71/m71/M71 f*Z/ qf.’)/TSZI T2, T)/ (66)
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donde:3
0.8
x—1 = 01’ (6.7)
Moy = 6.9)
0,TME4d
M.
M, = m, (6.9)
f
fz = m, (6.10)
_ 6
-3 = 793 (6.11)
T,
T‘SZ - 102;\/[ 7 (6.12)
T
T2, = W (613)

Aqui, « es un pardmetro libre en la prescripcién de Shakura & Sunyaev
1973 para la viscosidad, M es la tasa de acrecién de masa, Mggq €s
la tasa de acreciéon de Eddington, y f es una constante calibrada
con simulaciones. En lo que sigue, describimos las caracteristicas
principales de cada una de las zonas perturbadas del disco.

rS
Ty
||
Qam @ o
m
M.,a < < s < <
) c— g
= 5 % £
S o
L 53 = g —
(= Qo = g -
= = 58 .2
= o = = S
i = ®o -
= 8 o o Qx)
.=
.8

Figura 68: Disco de acrecién con un gap. El disco se divide en cinco zo-
nas distintivas: las zonas interior y exterior lejanas donde las
perturbaciones causadas por el secundario son despreciables, la
zona media, y las zonas interior y exterior cercanas donde las
perturbaciones del secundario son fuertes.

= Zona interior lejana. Los efectos del agujero negro supermasivo
secundario son despreciables. El disco de acrecién, sin embargo,
se encuentra bajo la fuerte influencia gravitacional del primario.
Para el calculo del perfil de temperatura en esta zona, supone-
mos el modelo de disco relativista de Page & Thorne 1974. La
expresion para el flujo de radiacién a través de la superficie tiene
la forma [Novikov & Thorne, 1973; Page & Thorne, 1974]

M0,
O (- af)

F(r) = J E—QE) L. dr, (6.14)

Tisco

3 Kocsis et al. 2012a utilizan unidades geométricas G =c = 1.
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donde M denota la tasa de acrecién de materia, Q la velocidad
angular, y E y L representan la energia y momento angular
especifico, que pueden calcularse a partir de los coeficientes de
la métrica. Suponiendo que el disco radia como un cuerpo negro,
la temperatura superficial como funcién de la coordenada radial
puede obtenerse mediante la ley de Stefan-Boltzmann,

1/4
T(r) = Z(1) (””) . (6.15)

0OsB

Aqui osp es la constante de Stefan-Boltzmann y Z es la correccién
por corrimiento al rojo,

1
i (r% +2a,/Tg — 3rg\/F) :

Z(r) = (a\/rTngr%)

(6.16)

El radio gravitacional del primario es 1t = GM,/c?.

= Zona interior cercana. La zona interior cercana esta dentro de la
Orbita del secundario. Aqui los efectos de marea del secundario
dominan sobre los efectos viscosos. La expresion del perfil de
temperatura superficial se calcula a partir de la Ec. 6.4 y la Tabla
2 de Kocsis et al. 2012b

- 8
T'(r) = CY Ic 1,73 x 10* ml/f M, /4y, —5/16

; 7/16’1_rs
102M, T

El valor de la constante C} se determina igualando las Ecs.
6.15y 6.17 en el radio de transicion 1p; entre las zonas interior
lejana y cercana. Calculamos el valor T, suponiendo que es
la distancia radial donde los perfiles de densidad de la zona
interior lejana [Novikov & Thorne, 1973; Page & Thorne, 1974] e

interior cercana [Kocsis et al., 2012b,a] toman el mismo valor.

1/4
. (6.17)

= Zona exterior cercana. La zona exterior cercana estd justo por
fuera de la 6rbita del secundario. Como en la zona interior
cercana, los efectos de marea son mds importantes que los efectos
viscosos. De la Ec 6.4 y la Tabla 2 de Kocsis et al. 2012b, la
temperatura superficial es*

4 En la regién exterior cercana, suponemos el caso de torque no saturado, esto es,
h(r) < r— 5. En particular, en la expresiéon aproximada para el torque por unidad de
masa en el disco dada por Kocsis et al. 2012b) en la Ec 5, la funcién A tiene la forma
A=1—r1s.



6.3 MODELO PARA EL JET 137

8

TSI’IE(T) — ﬁ],]2><]04 0(7171/2 f725/8 M771/8 q735/6r5219/96
. ~77/96 111 \5/8 s
X (102]\4.) ( s ) Ge(T) 77, (6.18)
1 _ 115 115 5
G=2(2) (1D} o (TEm) T (]
5\3 Ts T T—Tg

(6.19)

Debido a los intensos torques de marea una cantidad significativa
de gas se acumula en la zona exterior cercana, siendo entonces
el disco més caliente y grueso que un disco de acrecién estdndar
a la misma distancia del primario.

» Zona media. Los torques de marea y los efectos del calor son
despreciables en comparacién a los efectos viscosos. Hay, sin
embargo, una cantidad de gas considerable acumulado. El perfil
de temperatura viene dado por (ver Ec. 6.4 y la Tabla 2 de Kocsis
et al. 2012b)

8

™) = CF 5

T —7/8
<102Nl.> . (6.20)

Como en la zona interior cercana, el valor de la constante CT' se
calcula igualando las Ecs. 6.18 y 6.20 en el radio de transiciéon
Tne entre las zonas exterior cercana y media. Una expresioén para
The S€ encuentra en Kocsis et al. 2012a.

239 % 10% oy /2 M, V/8 §_,5/8 1 1/16

= Zona exterior lejana. La parte mas exterior del disco no esta
précticamente perturbada por el secundario y puede describirse
mediante el modelo de Shakura-Sunyaev. La temperatura de la
superficie se calcula mediante la siguiente conocida expresién
(ver Ec. 6.4 y Tabla 2 de Kocsis et al. 2012b)

8

3k
—3/4 - 1/4
(m;M> [1 -y } ;o (621)

donde 15, es el radio de la altima 6rbita circular estable.

T (r) = 2,06 x 10* m'/* m,~1/4

6.3 MODELO PARA EL JET

Para caracterizar el jet hacemos uso del modelo de jet extendido
e inhomogéneo desarrollado por Romero & Vila 2008, Reynoso et al.
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2011, y Vila et al. 2012. Este tipo de modelo de jet ha sido aplicado en
forma extensiva a microcuasares galdcticos en el estado low hard, pero
también adaptados a radio galaxias FR I [Reynoso et al., 2011] y blazars
[Reynoso et al., 2012]. Dado que el jet se parametriza en términos
de la tasa de acrecién, la adaptacién para situaciones diferentes es
inmediata. Las prescripciones generales, como la evolucién del campo
magnético con la distancia al agujero negro o la existencia de una zona
de aceleracion de particulas en la regién donde el outflow es dominado
por el plasma, se esperan tengan un rango amplio de validez.

Los jets son dos haces conicos lanzados a una distancia zo = 50t
del primario con un radio inicial ro = 0,1z¢. El eje de simetria de los
jets (que definimos como el eje z) estd inclinado un dngulo B¢t con
respecto a la normal al disco, y forma un angulo 6,ps con la linea de la
visual del observador?; ver Fig 69 para un esquema. Suponemos que
el fluido se propaga con un factor de Lorentz constante [lje; hasta una
distancia zeng del primario antes de romperse debido a la interaccién
con el medio externo.

Figura 69: Esquema del sistema disco-jet (no estd graficado a escala). Se
muestran algunos de los pardmetros relevantes.

Cada jet tiene una potencia total de Lt = 0,05Mc?. En la region
Zace < Z < Zmax (de aqui en mds region de aceleracion), una fraccién
Lrel = 0,05Ljet de esta potencia es transferida a las particulas que son
aceleradas hasta energias relativistas por algtin mecanismo no especifi-
cado. En este trabajo, sélo consideramos electrones acelerados, aunque
jets que contienen protones relativistas han sido estudiados en apli-

Por simplicidad, suponemos que la normal al disco, el eje z, y la linea de la visual se
encuentran en el mismo plano. Esta simplificacién no tiene incidencia alguna en los
resultados de los calculos.
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caciones previas del mismo modelo (ver Vila et al. 2012 y referencias
alli).

Suponemos una funcién para los electrones relativistas que, en el
sistema de referencia comovil con el jet, es isotrépica y una ley de
potencia con un corte exponencial (exponential cutoff) en energia,

Q(E,z) = Qo E Pexp [~E/Emax(2z)] [Ql =erg s 'em 3. (6.22)

La funcién Q es distinta de cero sélo en la regiéon de aceleraciéon y para
E > Emin. La energia maxima Epmax(z) se determina mediante el balan-
ce entre la tasa total de pérdida de energia y la tasa de aceleracion.
Incluimos pérdidas de energia adiabaticas y radiativas por Bremsstrah-
lung relativista, radiacién sincrotrén, Synchrotron-Self Compton (SSC),
y External Inverse Compton (EC) scattering con los fotones del disco
como blancos. Para la tasa de aceleracién, consideramos la expresion
usual

dE

—| =mnecB(z). (6.23)
dt acc

Aqui c es la velocidad de la luz, e la carga del electrén, y 1 < 1 es un
pardmetro adimensional que caracteriza la eficiencia del mecanismo
de aceleracién. El campo magnético en el jet decae como B(z) o< z~'.

Finalmente, para calcular la distribucién de electrones relativistas
en estado estacionario en el sistema de referencia comovil, N(E, z),

resolvemos numéricamente la ecuacion cinética

b ON D (dE
W3z OE \ dt

N) =Q(Ez) [N]=erg 'em 3 (6.24)
tot

en la region zaec < z < Zeng. En esta ecuacion, dE/dtl,, es la suma
de todas la pérdidas energéticas, y veonv ~ Vjet €s la velocidad de
conveccion del plasma.

Computamos la SED del jet® aplicando las férmulas usuales para
la radiacién sincrotrén, Bremsstrahlung relativista, e inverse Compton
scattering en los régimes de Thomson y Klein-Nishina (e.g. Blumenthal
& Gould 1970; Romero & Vila 2014). En el caso del espectro del external
Compton tenemos en cuenta la anisotropia del campo de radiacion del
disco visto desde el jet, ver por ejemplo Dermer & Schlickeiser 1993,
Dermer et al. 2009, y Khangulyan et al. 2014.

AN,
———— X
dEppdQyp

dN  dojc
dEdQ, dE,dQ,"

qec (Ey,Qy,2z) = ¢ J dQpn J dEpn (6.25)

JdQeJdE (1— B¢ cosp)

Aqui dNph/dEprdQpy es la densidad numérica de fotones blanco
(disco) con energia E,, propagandose en la direccion dada por el

La SED se calcula inicialmente en el sistema comovil y luego es transformada al
sistema de referencia del observador.
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angulo s6lido Qpp, dN/dEAQ. es la densidad numérica de electrones
con energia E que se propagan en la direccién Q., el factor B, =
V1 —y;z ~ 1 donde vy, es el factor de Lorentz para los electrones, 1
es el dngulo de colisién, y dojc/dE, dQ, es la seccion eficaz doble
diferencial de Klein-Nishina.

Aproximamos Q. ~ Q., dado que ye > 1y luego los fotones son dis-
persados basicamente en la direccién de movimiento de los electrones.
Bajo esta suposicion la seccién eficaz doble diferencial se simplifica
como

doic doic
dE,dQ, = dE,

donde dojc/dE, esta dado por las Ecs. 25-27 en Dermer et al. 2009 o
la Ec. 2 en Khangulyan et al. 2014. Luego, la Ec. 6.26 se reduce a

5(Qy —Qe), (6.26)

e dN,
JEC (Ey, Q»y, Z) = C J deh JEmin dEph m X (627)
ph
dN dGIC
dE (1 — ,
J (1= Becos) G530, aE,

con el dngulo de colisién y la distribucién de electrones evaluada en
Q. = Q. Los limites de la integral sobre la energia de los fotones
blancos son

2

: E MeC 2E
min _ v e Fmax _ —V. .
= (608,) 3 oot = (T patosgr 62

Las integrales en la Ec. 6.27 pueden calcularse en forma equivalente
en un sistema de referencia fijo al disco de acrecién (i.e. sistema de
referencia del observador) o en el sistema comovil con el jet. Elegimos
realizar los cdlculos en el sistema de referencia del observador donde
el campo de fotones es conocido,

dNpn
dEpndQpn

_ 2 Eoh
~ ¢3h3 explEpn/(kT)l =1

(6.29)

obs
La distribucién (isotrépica) de electrones en el sistema de referencia
del jet es

dN
dEdQ,

N

= s (630)
jet 4m

donde N estd dado por la solucién de la Ec. 6.24. Puede transformarse
al sistema del observador aplicando de la Ec. 5 en Torres & Reimer
2011.

Por ultimo, para corregir por absorcién, se multiplica la SED por
un parametro de atenuacion exp(—ty ), donde T (E,) es la profun-
didad 6ptica para la produccién de pares en la aniquilacién de dos
fotones (e.g. Becker & Kafatos 1995). Esta es una correccién a primer
orden; el desarrollo de la cascada electromagnética queda por ser
investigada.
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Consideramos los dos conjuntos de pardametros dados en la Tabla
10, Mdisco1, ¥ Mdisco2, para caracterizar el sistema acretante. La masa
del primario es 10”Mg en el modelo Mgiscor, ¥ 108M en el modelo
Maiscoz- En ambos casos el momento angular del primario es a/p =
0,99 (cuya ultima orbita circular estable se encuentra a un radio de
Tisco = 1,454511) y la tasa de acrecion es M = 0,1Mgqq, donde Mgqq es
la tasa de Eddington. Debe notarse que los microcuasares en el estado
low hard y los blazars siempre se han pensado como fuentes acretantes
ineficientes. Modelos Advection-Dominated Accretion Flow (ADAF)
y modelos de disco truncado mds corona se utilizan comtnmente
para la descripcion de este tipo de fuentes. La tasa de acrecién que
suponemos en este trabajo esta en la banda superior de los valores
permitidos, que corresponde a las fuentes més luminosas (ver por
ejemplo Narayan et al. 1998).

Los valores de 15 y q se han elegido para obtener la mayor sepa-
racion orbital posible y el gap mas ancho. Estos parametros no son
independientes. En la Fig. 4 de Kocsis et al. 2012a se muestra la regién
permitida en el espacio q — rs. Aproximamos el valor de la mitad del
ancho del gap por el radio de Hill r; del secundario. Debe notarse que
las simulaciones de Kocsis et al. 2012a,b no se aplican en el interior
del gap, luego la region rs — g < 1 < 15+ Ty se excluye de nuestros
calculos. Los pardmetros libres restantes en las férmulas de Kocsis
et al. 2012a son la viscosidad del disco o y un coeficiente f en la
expresion del torque de marea. Fijamos « = 0,1, y f = 0,01 siguiendo
a Kocsis et al. 2012b.

6.4.1 Perfil de temperatura y espectro radiativo del disco

En la Fig. 70 se muestra la temperatura de la superficie del disco
en funcién del radio calculada con la parametrizacién dada en la
Seccién 6.2 para ambos modelos. Debido al incremento en la densidad
y presién, la temperatura aumenta bruscamente justo por fuera de la
6rbita del secundario. La correspondiente distribucién espectral de
energia estd graficada en las Figs. 71 y 72. Los espectros son clara-
mente distintos de aquellos de un disco de acrecion estdndar sin gap
entorno a un agujero negro de la misma masa y momento angular
que el primario. A bajas energias la luminosidad es mds alta que
para un disco de acrecién sin gap. Este incremento se debe a las altas
temperaturas en las zonas exterior cercana y media comparada con la
temperatura en el modelo de Page-Thorne. Desde aproximadamente 1
eV (infrarrojo ) hasta el corte (cutoff) a 2 100 eV (ultravioleta) ambas
SEDs coinciden. Debe notarse que a medida que la masa del prima-
rio aumenta y la distancia entre los agujeros negros supermasivos
disminuye, el tamafio del gap decrece y los signos de la presencia
del gap en la SED comienzan a desaparecer. Notamos también que la
perturbacién causada por el secundario ocurre a grandes distancias
del agujero negro en comparacién con las distancias asociadas al disco
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Figura 70: Temperatura superficial del disco en funcién del radio para el
conjunto de pardmetros Mgjsco; (arriba) y Mgisco (@bajo).
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Figura 71: Distribucién espectral de energia del disco para el conjunto de
pardmetros Mgjscor- La luminosidad de un disco de acrecién re-
lativista sin gap entorno a un agujero negro supermasivo de la
misma masa, espin, y tasa de acrecién que el primario se muestra
como comparacion (linea discontinua). En todas las SEDs mostra-
das en las figuras graficamos la luminosidad total en funcién de
la energfa.

interno. Luego, si el disco estuviese truncado y la parte mds interna
reemplazada por un ADAF, ésto no afectaria en forma significativa los
efectos en altas energias que se discuten en este trabajo.

6.4.2 Radiacién no térmica del jet

Hemos calculado la emisién del jet para un gran niimero de mode-
los con diferentes conjuntos de parametros con el fin de explorar el
impacto de la existencia del gap y la radiacién térmica externa modifi-
cada en las SEDs de distintos modelos. En las Figs. 73-78 exponemos
una muestra de casos que ilustran las distribuciones espectrales de
energia de la radiacién del jet de sistemas binarios de agujeros negros
con un gap en sus discos. El conjunto de pardametros para los modelos
de jet se enumeran en la Tabla 11. Los modelos se denotan M; con
i =1—6. Los modelos de disco correspondientes son Mjsco, para
Mietr, y Maiscorpara los casos restantes. Como comparacion, las SEDs
obtenidas para los mismos parametros del modelo de jet pero para un
disco sin gap se grafican también con las en las Figs. 73-78.

En todos los modelos de jet, la base del jet estd cerca del agujero
negro (50 radios gravitacionales) y la zona de aceleracion de particulas
se extiende desde la regién cercana a la base hasta varios miles de
radios gravitacionales. El factor de Lorentz del jet es moderado en los
tres primeros modelos (alrededor de 20) y més bajo en los restantes
(de 10 a 5, ver Tabla 11); para una referencia general sobre esto ver
Lister et al. 2009. La inyeccién de electrones original es la canénica
con una pendiente de 2,2 en todos los modelos, excepto en el modelo
Miets, que tiene un indice espectral més duro de 1,5. Los dngulos de
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Figura 72: Distribucién espectral de energia del disco para el conjunto de
pardmetros Mgjscoo- La luminosidad de un disco de acrecién re-
lativista sin gap entorno a un agujero negro supermasivo de la
misma masa, espin, y tasa de acrecién que el primario se muestra
como comparacion (linea discontinua). En todas las SEDs mostra-
das en las figuras graficamos la luminosidad total en funcién de
la energfa.

observacién son pequefios (de 5 a 1 grado) de forma tal que estamos
tratando con objetos tipo blazares. La potencia del jet est4 en el rango
de ~ 1047~ ~10** erg s~'. Todos los resultados presentados en las
figuras han sido corregidos por absorcién interna de rayos gamma y
se presentan en el sistema de referencia del observador.

A bajas energfas todas las SEDs estdin dominadas por radiacién
sincrotrén. En el rango de energias del 6ptico-ultravioleta, dado que
los jets no son excesivamente potentes, el exceso azul con la forma
caracteristica dada por el gap es discernible en la mayoria de los casos.
A energias altas la emision es el resultado de la adicién de EC y SSC.
Hemos seleccionado modelos dominados por el primero. Todos los
resultados muestran un espectro suave alrededor de 10 GeV cuando
se comparan con los modelos correspondientes sin gap. La supresién
de radiacion a energias muy altas por aniquilacién de fotones también
ocurre a bajas energias en los modelos con gap que en aquellos con
discos de acrecién estandar. Este efecto se debe al exceso de fotones
blandos provenientes del borde externo del gap en el disco perturbado.

El modelo que presenta las diferencias mds grandes con respecto
a discos sin perturbar es el modelo Mets. Este es el caso donde se ha
considerado la inyeccién mds dura. La radiacién sincrotrén tiene un
pico en rayos X, tal como sucede en los objetos BL Lacertae intensos
en rayos X. Tres picos pueden distinguirse en la SED: el disco, el pico
sincrotrén y el pico EC. En forma contraria, en el caso correspondien-
te sin gap un espectro duro se extiende desde el ultravioleta hasta
tera-electronvoltios.

Debe notarse que modelos con un primario del orden de 107 Mg,
presentan caracteristicas mas peculiares a altas energias que modelos
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Cuadro 10: Valores de los pardmetros relevantes del modelo.

Parametro, simbolo [unidades] Mdiscot Mdiscoa
Masa del primario, Ms [Mg] 107 108
Tasa de acrecién de masa, M [g s 1] 1,510%3 | 1,510%4
Cociente de masas, q 551073 | 2,38103
Separacién orbital, ¢ [p] 1,810% 15103
Radio de Hill (mitad del ancho del gap), vy [1] 22103 1,4102
Radio interno del disco (radio de la ISCO), ri, [u] 1,4545 1,4545
Radio de transicién interna lejana/interna cercana, ;i [n] | 1,17 10 | 1,06103
Radio de transicién exterior/media, Tne [1] 5,6310% | 3,94103

con agujeros negros mdas masivos. En estos discos la region exterior
cercana estd localizada mas lejos del agujero negro, lo que causa que
el exceso en la emision del disco perturbado se corra a energias mas
bajas para los fotones, como se observa en la Fig. 71. En los sistemas
descriptos por estos modelos, pues, hay un exceso de fotones blanco
en la banda apropiada de energia para producir rayos gamma cuando
éstos son dispersados por los electrones relativistas en los jets.

El cociente entre las masas del agujero negro secundario y el pri-
mario que llevan a los espectros més notables a energias altas y que
pueden utilizarse, por lo tanto, para detectar binaridad es ~ 0,05. Lue-
go el secundario podria ser un agujero negro intermedio capturado
por el primario. Galaxias con erupciones estelares viejas y reactivadas
por un flujo de gas, podrian ser progenitores propicios de este tipo de
sistemas binarios.

Otras regiones del espacio de pardmetros permitidas por el régimen
overflowing restan por ser exploradas, pero esperamos que los efectos
de la existencia del gap estén maximizados para los valores de M,
en el rango aqui analizado. Para primarios menos masivos, el gap
seria mdas ancho pero localizado muy lejos, en la regiones frias del
disco. Para primarios mds masivos, por otro lado, el secundario estaria
mas cerca pero el gap serfa muy angosto como para provocar alguna
caracteristica notable en la SED.

6.5 DISCUSION
6.5.1 Robustez y detectabilidad

El tipo de modelo estudiado en este trabajo estd ajustado inten-
cionalmente para maximizar las caracteristicas observacionales de
SMBHBs en AGNs. Aunque varias condiciones deben satisfacerse para
que un dado sistema pueda ser detectado a través de su emisién a
altas energias, muchas de estas condiciones son improbables que las
cumplan varios objetos de una muestra. Las condiciones son las si-
guientes: 1) La drbita del sistema binario de agujeros negros debe ser
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Cuadro 11: Valores de los pardmetros para los 6 modelos disco+jet.

Pardmetro, simbolo [unidades] Mjets Mjeta Miets
Modelo de disco Miscoz Miscor Mdiscot
Base jet, zo [1] 50 50 50
Base region aceleracion, zacc [1] 67,40 67,40 67,40
Fin region aceleracion, zmax [1] 6740,34 3370,17 337017
Fin jet, zeng [1] 6,7 10° 6,7 10° 6,7 10°
Angulo inclinacion jet, 0jet [deg] 4 0 4
Angulo vision jet, O,ps [deg] 1 5 1
Factor Lorentz jet, Tet 20 20 20
Campo magnético en z,cc, B(zacc) [G] 0,66 2,08 2,08
Potencia jet, Ljet [erg s 1] 6,510%3 6,510 | 6,510%2
Potencia electr. rel., L, [erg s 1] 3,2510%2 | 3,2510%7 | 3,25 1041
Energia min. de electr. rel., Emin [mec?] 10 10 10
Indice espectral inyeccién , p 2,2 2,2 2,2
Eficiencia aceleracion, n 0,1 0,1 0,1
Parametro, simbolo [unidades] Miety Miets Miets
Modelo disco Miscor Miscor Mdiscor
Base jet, zo [1] 50 50 50
Base region aceleracion, zaec [H] 67,40 67,40 67,40
Fin region aceleracion, zmax [1] 3370,17 3370,17 3370,17
Fin jet, zeng [1] 6,7 10° 6,7 10° 6,7 10°
Angulo inclinacién jet, Ojet [deg] 0 0 0
Angulo observacion jet, 0,5 [deg] 5 5 5
Factor Lorentz jet, Tet 10 5 10
Campo magnético en z,cc, B(zacc) [G] 2,08 2,10 2,08
Potencia jet, Liet [ergs™'] 6,510%2 | 6510%2 | 6,510%2
Potencia electr. rel., L, [erg s 1] 3,2510%" | 3,2510%" | 3,25 10%
Energia min. electr. rel., Emin [mec?] 10 10 10
Indice espectral inyeccion, p 2,2 2,2 1,5
Eficiencia aceleracién, 0,1 0,1 0,1




6.5 DISCUSION 147

Figura 73: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcion, para el conjunto de pardmetros Met;. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecién relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.

Figura 74: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcion, para el conjunto de pardmetros Miet,. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecién relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.
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Figura 75: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcién, para el conjunto de pardmetros Mjet;. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecion relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.

Figura 76: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcién, para el conjunto de pardmetros Mje,. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecién relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.
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Figura 77: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcion, para el conjunto de pardmetros Mjets. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecién relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.

Figura 78: Izquierda: distribucién espectral de energia del jet corregida por
absorcion, para el conjunto de pardmetros Mets. Derecha: lo mis-
mo pero para el caso de un disco de acrecién relativista delgado
sin gap entorno a un agujero negro de la misma masa, espin y
tasa de acrecién que el primario.
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Figura 79: Cambios en la distribucién espectral de energfa con cambios en

algunos de los parametros basicos del modelo. En todos los casos,

zo =50 Tg = zace, p = 1,5, y Tiet = 10. Los paneles superiores, de
izquierda a derecha, muestran modelos con zmax = 103z, pero
difieren en el valor del campo magnético en la base de la regién de

aceleracion: B(zaec) = 1,8 G y B(zacc) = 0,06 G, respectivamente.

Los modelos en los paneles inferiores, difieren en la extensién de

la region de aceleracion: zmax = 10z y 10220, respectivamente.

En ambos casos B(zaec) = 0,06 G.
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coplanar. Este es el caso para sistemas binarios de agujeros negros su-
permasivos debido a los procesos de resonancia y de amortiguamiento
hidrodindmico de un cuerpo satélite (secundario) interaccionando con
el disco circumprimario (e.g. Artymowicz 1998). Estos efectos son
conocidos en formacién planetaria. 2) El cociente de masas entre el
agujero negro secundario y primario. El valor de este pardmetro debe
ser pequefio (en el rango 0,1 —10~3) para asegurar la existencia de
un gap amplio. Este caso, sin embargo, no parece ser inusual ya que
agujeros negros primarios con masas en el rango 10”7 — 108 M, son
la fuente de la mayor parte de los AGNs, y los agujeros negros de
masa intermedia se encontrarian en galaxias satélites. Las fusiones de
galaxias en el universo temprano fueron, por lo demds, eventos muy
comunes (Wilson & Colbert 1995). 3) La separacion entre agujeros
negros es de varios miles de radios gravitacionales. Esto asegura que
el exceso de radiacién en el disco perturbado estd localizado entre el
infrarrojo y el 6ptico, siendo un blanco apropiado para los procesos
de EC scattering en el jet. Agujeros negros muy cercanos pertenecientes
a sistemas binarios tendrian una vida media pequefia debido a las
fuentes pérdidas por emisién de ondas gravitacionales. Los sistemas
de separacién intermedia parecen ser los mas numerosos entre SMBHBs.
4) El secundario es capaz de abrir un gap en el disco. Esto se espera
de todos los sistemas que también cumplan los puntos 2) and 3) arriba
mencionados — ver Sec. 6.2. 5) La excentricidad de el SMBHB es baja.
Este requerimiento se espera que lo cumplan la mayor parte de los
sistemas debido a la rapida circularizacion de las 6rbitas producida
por la interaccién viscosa entre el secundario y el gas en el disco. 6) El
régimen de acreciéon desborda el gap. Las simulaciones numéricas de
Kocsis et al. 2012a,b muestran que este es el caso usual para el rango
seleccionado de masas. 7) El AGN lanza un jet relativista que apunta
en la direccién del observador. Este punto lo cumplen bédsicamente
todos los AGNs no cercanos para ser detectados en rayos gamma. Esto
no afecta, pues, la muestra observada. 8) Las particulas son aceleradas
en el jet no muy lejos de la fuente central. Este parece ser el caso
en la mayor parte de los blazars como sefiala la alta incidencia de
variabilidad rdpida en muestras grandes (e.g. Romero et al. 1997, 1999,
2002). 9) Finalmente, el proceso EC es la contribucién dominante en
rayos gamma. Esta preponderancia depende basicamente del cam-
po magnético en el jet, donde el campo es alto y los electrones se
enfrian fundamentalmente por los mecanismos sincrotrén y sscC. La
detectabilidad del binario a partir de las caracteristicas descriptas en
este trabajo depende, pues, crucialmente en la posibilidad de tener
un campo magnético modesto B < 1 G en la regién de emisiéon de
rayos gamma. Dado que esta region se extiende hasta distancias de
varios miles de radios gravitacionales y el campo debe estar debajo
de la equiparticién para que el fluido permanezca compresible (de
lo contrario no se desarrollarian ondas de choque), estos valores no
serian excepcionales.

¢Cuéndo robusto es nuestro modelo y cuéles son las probabilidades
reales de detectar un SMBHB a través de observaciones gamma? Una
estimacion cuantitativa no es posible, dado que algunas de las condi-
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ciones enumeradas arriba permanecen en forma cualitativa debido a
la falta de conocimiento sobre evolucién galactica; sin embargo, da-
dos los miles de AGNs detectados hasta el momento por el telescopio
gamma Fermi y los arreglos Cherenkov la probabilidad actual de ya
haber observado un SMBHB con su SED dominada por radiacién EC es
cercana a uno. Por supuesto, identificar dicha fuente en la muestra
es una cuestion diferente, y los célculos de SEDs presentados en este
trabajo tienen el propésito de proveer templates para dicha buasqueda.

6.5.2  Dependencia con los cambios en el espacio de pardmetros

;Cudén sensible es nuestro modelo a los cambios en los diferentes
pardmetros, en particular el campo magnético y la localizacién de la
region de aceleracion? Para poder responder a esta pregunta hemos
calculado un cierto ntiimero de SEDs cambiando sistematicamente estos
pardmetros. Las siguientes tendencias fueron observadas.

Como esperdbamos, un valor alto del campo magnético resulta en
una componente sincrotrén més fuerte; el pico SSC en altas energias
asociado también resulta acentuado (ver Fig. 79, panel izquierdo
superior). Modelos con condiciones similares pero un campo mds bajo
en dos 6rdenes de magnitud tiene el pico sincrotrén suprimido y la
radiacién a altas energias dominada por la componente EC. Notamos
que estos modelos tiene una regioén de aceleracién compacta ubicada
cerca de la base del jet, y luego, hay muchos fotones provenientes del
disco por interacciones IC (ver Fig. 79, panel derecho superior). Si la
region de aceleracion se extiende a distancias mayores por un orden de
magnitud, dos efectos son observados: el pico sincrotrén practicamente
desaparece y el pico EC a altas energias se ve también fuertemente
disminuido. La razén es que el mismo presupuesto de energia en
particulas relativistas es distribuido sobre una regién mas amplia, las
partes mds lejanas que estdn a una distancia del disco en las que el
scattering EC resulta inefectivo (ver Fig. 79, panel izquierdo inferior).
Los modelos con las caracteristicas mas importantes a altas energias
son aquellos en los que la regién de aceleracién es muy compacta y
localizada en la base del jet. En estos modelos, todo el presupuesto
energético de las particulas relativistas es inyectado muy cerca de la
fuente de fotones externos y, al mismo tiempo, las pérdidas sincrotrén
tienden a ser altas debido a los valores relativamente altos del campo
magnético en la base del jet. Dicha combinacién de pardmetros resulta
en una SED con dos picos anchos a altas energias, como mostramos en
la Fig. 79, (panel inferior derecho).

La existencia de una regién de aceleracion cercana a la base del jet
parece favorecida en la mayoria de los blazars por la observacién de
variabilidad répida, que es un indicativo de una fuente muy compacta.
Al mismo tiempo, campos magnéticos muy fuertes parecen poco plau-
sibles ya que si el flujo del jet estd dominado magnéticamente, no se
producirfan ondas de choque ya que el gas resultaria mecanicamente
incompresible. En todos los modelos calculados en este trabajo el
campo magnético estd por debajo de la equiparticién del gas.



6.6 CONCLUSIONES

6.6 CONCLUSIONES

Hemos estudiado las caracteristicas en el espectro radiativo de siste-
mas binarios de agujeros negros supermasivos. Nos hemos focalizado
en un tipo particular de sistemas binarios acretantes: aquellos en que
el primario es mucho méas masivo y el secundario puede abrir un
gap en el disco de acrecién del sistema. Hemos mostrado que en
presencia de un jet relativista, interacciones Compton externa entre
fotones provenientes del disco perturbado y electrones relativistas en
la base del jet, pueden producir una impronta tinica en la distribucién
espectral de energia en rayos gamma, donde toda la emisién es de
origen no térmico. Ciertamente, no todos los ntcleos binarios en AGNs
presentaran estas caracteristicas. Sin embargo, la mera identificacién
de un solo sistema podria proveer un laboratorio natural tnico para
estudiar sistemas binarios de agujeros negros y la fisica de acrecién
relacionada mediante observaciones a altas energfas.

Las SEDs difieren de los espectros tipicos con dos excesos bien
ajustados por leyes de potencias predichas por los modelos one-zone
de jets de AGNs. En este tipo de sistemas la distribucién de electrones
N(E, z) es usualmente una tinica ley de potencias en energia para todo
z, tanto fijada de antemano como calculada de versiones simplificadas
de la Ec. 6.24 que supone un mecanismo de enfriamiento dominante.
En nuestro modelo la regién de emisién es extendida, inhomogenea,
y el proceso dominante de pérdida de energia de los electrones varia
a lo largo del jet. La forma de la funcién N(E,z) es pues bastante
compleja y ésto se refleja directamente en las SEDs. Notese que un
valor del campo magnético en la regién de aceleraciéon de ~ 1 G o
menos es requerido para evitar que la componente sincrotrén de las
SEDs oculte la componente EC. Dichos campos se estiman usualmente
para la parte interior sub-parsec del jet (e.g. Marscher & Gear 1985;
Dermer & Schlickeiser 1993; Romero 1995; Romero et al. 1995).

La diferencia en el corte a bajas energias de la emisién EC entre los
modelos con y sin gap en el disco parece débil como para ser una
caracteristica no ambigua de la presencia de un agujero negro secun-
dario. De acuerdo a nuestros resultados, las caracteristicas de la SED a
muy altas energias (ademads de las propiedades esperadas en la emi-
sion del disco de acrecién) podrian proveer de un buen criterio para
apoyar la identificacién de candidatos de sistemas binarios de agujeros
negros supermasivos. En este rango de energias, observaciones futu-
ras con los telescopios Cherenkov, tales como el Cherenkov Telescope
Array (CTA, Actis et al. 2011), serdn las herramientas apropiadas para
investigar los efectos aqui predichos.

Una vez que un buen conjunto de candidatos de sistemas binarios
de agujeros negros supermasivos haya sido identificado, futuros detec-
tores espaciales podrian intentar encontrar las ondas gravitacionales
producidas por estos sistemas.
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AGUJEROS NEGROS COSMOLOGICOS E
IRREVERSIBILIDAD

7.1 INTRODUCCION

Es un hecho notable que todas las representaciones formales de
las leyes fundamentales de la fisica son invariantes bajo la operacion
de inversiéon temporal, mientras que los procesos macroscépicos son
asimétricos respecto al tiempo. Parece existir una direccién privile-
giada para la ocurrencia de los eventos, la denominada flecha del
tiempo'. Indefectiblemente, el estado final de todas las cosas es de
equilibrio, de entropia méxima tal como se expresa en la Segunda
Ley de la Termodindmica. ;Cémo es entonces posible que procesos
macrocOpicos irreversibles emerjan de leyes fundamentales de la fisica
de carécter reversible?

Tal como sefialaron Gold 1962 y Penrose 1979, el origen de la irre-
versibilidad no esta en las leyes sino en las condiciones iniciales y de
contorno bajo las cuales estas leyes operan.

Las interacciones fisicas que dominan en escalas medias (humanas)
son aquellas de origen electromagnético. Las interacciones fuertes y
débiles son de muy corto alcance. La gravitacién es la fuerza domi-
nante en escalas cosmolégicas, pero es muy débil en comparacién con
el electromagnetismo sobre escalas cortas.

La radiaciéon del campo electromagnético puede ser descripta en
términos del cuadri-potencial A", que satisface las ecuaciones de
Maxwell en el gauge de Lorentz:

Y0, AM(r, 1) = 4mj*(r, t), (7.1)

donde hemos tomado ¢ = 1y j* denota la cuadri-corriente. La solucién
AM es una funcional de las fuentes j*. La Ec. 7.1 tiene tanto soluciones
avanzadas como retardadas:

i (F, t— ‘?—r/

> a3

AL(F 1) = J +J
Vret avret

> asr’

r—r/

M <?, t+ ‘?—F'

Moo=y
Aadv(r’ t) - J L - +J
Vadv ‘T — T, a\/adv
Las dos funcionales de j* (¥, t) estan relacionadas mediante una trans-
formacion de inversion temporal. La solucion AL, (F, t) estd deter-

minada por las contribuciones de las corrientes en el pasado causal

La expresion “flecha del tiempo” es confusa ya que el tiempo no es un vector. El
tiempo es una propiedad emergente de las cosas materiales y puede ser represen-
tado por un continuo unidimensional. El tiempo en sf mismo no es asimétrico; los
procesos que el tiempo parametrizada pueden serlo respecto a un cierto grupo de
transformaciones.
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(Viet = ]~ (p)) del punto del espacio tiempo p(¥,t), y la solucién
A:dv(f', t) por las corrientes en el futuro causal (V,qy = ] (p)) de di-
cho punto. Las integrales en el segundo término del miembro derecho
son integrales de superficie que dan las contribuciones de las fuentes
fuera de V y de radiacién libre. Si V es el pasado causal (J~(p)) y
futuro causal (J* (p)), las integrales de superficie no contribuyen ya
que fuentes materiales fuera de V o en el borde estdn desconecta-
das causalmente de p(¥,t). Suponemos, también, las condiciones de
radiacion de Sommerfeld, siendo la radiacién libre nula.

La combinacién lineal de soluciones electromagnéticas es también
una solucién, dado que las ecuaciones son lineales y el Principio
de Superposicién es vélido. Se suele considerar que los potenciales
retardados son los tinicos que tienen significado fisico para estimar el
campo electromagnético en p(7,t): Fiyy = 0FAY, — dVAL,. No parece
haber ninguna razén, sin embargo, para dicha eleccién®. Podemos
suponer, por ejemplo, una solucién de la forma:

AM(F,t) = % <J ) ret +J N adv) dv, (7.2)

que es formalmente vélida y trata en forma igual el pasado y futuro
causal del evento p(7, t).

En el espacio-tiempo de Minkowski, el cono de luz que determina la
estructura local causal es simétrico respecto al punto p(¥,t). Luego, las
fuentes en el pasado y futuro causal son las mismas, las condiciones
de contorno son las mismas, y las soluciones retardadas y avanzadas
son idénticas. Este no es el caso en presencia del campo gravitacio-
nal: debido a la curvatura del espacio-tiempo, los conos de luz no
son simétricos respecto al punto p(¥,t), y las contribuciones de las
corrientes pasadas y futuras difieren.

Romero & Pérez 2011 mostraron recientemente que si el universo
se encuentra en un estado de expansion acelerada [Perlmutter et al.,
1999], " (p) y J* (p) no son simétricas debido a la presencia de un
horizonte cosmolégico de particulas. Esto implica que Ak, y Al
seran diferentes. De la Ec. 7.2 puede definirse un campo vectorial L*
como:

"= <J  ret J . adv> dVv #0. (7-3)

SiguvLHTY #0,donde TV = (1,0,0,0), existe una direccién privilegia-
da para el flujo de energia electromagnética en el espacio-tiempo hacia
la region de futuro global dada por el gradiente de la distribucion de
corrientes[Romero & Pérez, 2011].

En modelos cosmolégicos sin expansion acelerada, la asimétria
descripta por Romero & Pérez 2011 no estd presente debido a la
ausencia de horizontes cosmolégicos de particulas. En este Capitulo
proponemos que los agujeros negros podrian también causar una
asimetria en la contribucién de corrientes en el pasado causal con
respecto a las corrientes en el futuro causal de cualquier evento. Esto

Ver Sciama 1973 y en particular Clarke 1977. Ver también Wheeler-Feynmann absorber
theory [Wheeler & Feynman, 1945] [Wheeler & Feynman, 1949].
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permite definir una “direccién temporal” atin en universos que no
estdn en un estado de expansién acelerada (e.g. modelos cosmoldgicos
de Friedmann).

El objetivo de este Capitulo es investigar el apantallamiento de
corrientes por horizontes de eventos en las soluciones de las ecuaciones
de Maxwell que determinan localmente el flujo electromagnético.
En particular, mostramos que el cociente del area del horizonte de
eventos respecto al drea de una hipersuperficie radial tipo espacio
en los modelos cosmolégicos de Friedmann es siempre mayor a uno.
Suponemos que el crecimiento del horizonte de eventos se debe a la
expansion cosmolégica y a la acrecién de radiacién del fondo césmico
de microondas (cosmic microwave background, CMB) a la cual todos
los agujeros negros en el universo estdn expuestos. Esto determina
un limite inferior al crecimiento total del area de agujeros negros. El
resultado es que agujeros negros més grandes en el futuro ocultaran
mads corrientes que agujeros negros en el pasado de cualquier evento,
con la consecuente asimetria que resulta de la Ec. 7.3.

A continuacién se describen los modelos cosmolégicos de Fried-
mann.

7.2 MODELOS COSMOLOGICOS DE FRIEDMANN

Los modelos cosmolégicos de Friedmann son casos particulares de
los modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Los
modelos de Friedmann estdn caracterizados por una constante cos-
molégica nula y la densidad de radiacion es despreciable en relacion
a la densidad de materia. El elemento de linea de estos modelos en
coordenadas comoéviles (t, 1,0, ¢) es:

dr?

ds? = —c2dt? +a(t o e
® 1—kr2R82

+71%(d0? +sin02dd?) | . (7.4)

Aqui a(t) = R(t)/Rop es el factor de escala normalizado, donde Ry es
el factor de escala para la época presente, y k toma los valores —1, 0,
o 1 dependiendo si la seccién espacial tiene curvatura negativa, nula,
o positiva, respectivamente.

El factor de escala normalizado a(t) depende del signo de la cur-
vatura espacial. Si O, y Qg , denotan las densidades de materia y
energfa de curvatura normalizadas presentes, respectivamente, los fac-
tores de escala normalizados para los modelos de Friedmann cerrado,
plano, y abierto estdn dados por:

= Modelo de Friedmann cerrado (k > 0):

Omyo
a = ————(1—cosq), .
2(leoin( ®) (7.5)
Ompo .
= ’ — , .6
2Ho(Qm,o—1)3/2((p sin @) (7.6)

donde el pardmetro ¢ € [0; 2.
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Cuadro 12: Pardmetros cosmolégicos para los modelos cosmolégicos de
Friedmann cerrado, plano, y abierto : Qy 5, Qmo, Ro, ¥ to deno-
tan los valores de la densidad de curvatura, densidad de materia,
el factor de escala en t(, y la edad del universo, respectivamente.

FM Cerrado | FM Plano | FM Abierto
Qo —-0,30 0 0,21
Qmeo 1,30 1 0,79
Ro lem] | 2,52 x 1028 | 2,75 x 1028 | 2,98 x 1028
to [s] 2,90 x 10'7 | 3,06 x 10'7 | 3,20 x 1017

= Modelo de Friedmann plano (k = 0):
3 2/3
alt) = (3Hot) 7)

= Modelo de Friedmann abierto (k < 0):

a = —%  (coshp—1), .8
Ao (cosho 1) 78)

O-m,o

= o0_0 )3/2(sinh<p—<p), (7.9)
m,o

donde el pardmetro ¢ > 0.
Tomamos para la constante de Hubble:

km
Ho =67,3—, .10
0 s Mipc (7.10)
valor obtenido recientemente por la Colaboracién Planck [Planck
Collaboration et al., 2014].
Los valores de los pardmetros cosmolégicos? Qi ,, Qmo, Ro, v to
utilizados en este trabajo se presentan en la Tabla 12.

7.3 CRECIMIENTO DE AGUJEROS NEGROS EN CONTEXTOS COSMO-
LOGICOS

Suponemos que al menos dos procesos distintivos contribuyen al
crecimiento de un agujero negro durante el tiempo césmico t. Por
un lado, los agujeros negros participan de la expansién cosmolégica;
dado que los agujeros negros son esencialmente regiones del espacio-
tiempo, los horizontes de eventos incrementan su tamafio junto con

3 Los valores de la densidad de materia y curvatura en la época presente fueron
calculados usando la ecuacion:

Omo+ Qe =1 (7.11)
Los valores del factor de escala presente fueron obtenidos a partir de:

to dt
RO = CJO m (7'12)
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todo el espacio-tiempo. Este no es el caso para objetos que se mantie-
nen ligados por otras fuerzas que la gravitatoria, tales como estrellas
de neutrones, planetas, etc. Proponemos métricas de McVittie gene-
ralizadas para representar agujeros negros en evolucién cosmolégica.
Ademéds, suponemos que los agujeros negros, inevitablemente, acretan
fotones del CMB. Esto impone una cota inferior absoluta al incremento
de masa por acrecién. Nuestra estimacion es aproximada ya que tene-
mos en cuenta la radiacién para la fisica local pero la despreciamos
en la dindmica cosmolégica global. En cualquier etapa cosmolégica
posterior al desacople de materia con radiacion el error es despreciable.
En las préximas subsecciones se detallan ambos procesos.

7.3.1 Expansion cosmoldgica

Suponemos que los agujeros negros son coméviles con la expansién
cosmoldgica del universo. Para describir el incremento de tamafio
del agujero negro debido a esta expansién, hacemos uso de la masa
cuasi-local de Hawking-Hayward [Hawking, 1968] [Hayward, 1994],
que mide la masa de una fuente de campo gravitacional ligada en un
universo asintéticamente FRWL [Nolan, 1998]. Especificamente:

MaH (1) = Mo a(t), (7.13)

donde M, es la masa del agujero negro en el presente y a(t) denota el
factor de escala normalizado. Para implementar esta propuesta, reem-
plazamos la masa cuasi-local de Hawking-Hayward en las métricas
de McVittie [McVittie, 1933] para un modelo cosmolégico de Fried-
mann y, mediante las ecuaciones de Einstein, analizamos el tensor de
energia-momento correspondiente.

Para un agujero negro cosmolégico embebido en un modelo de
Friedmann plano, proponemos la siguiente métrica en coordenadas
comoviles:

{] o [Moa(t)

2
] 4
M
2lraft)] }zdtz—i—a(t)z {1 +[°a(t”} (dr? +12d0?);
1 4 Moalt) 2[ra(t)]
2[ra(t)]

ds? = —

(7.14)

mientras que para los modelos abierto y cerrado de Friedmann, las
métricas correspondientes tienen la forma:

2
1 [Moa(t)] 14+ T2 1/2

© 2[ra(t)] 4RZ 5
17212

[Moa(t)] 2
{] + Z[roa(t)] <1 = 4%25) }
17214

[Moa(t)] 2
{thoa(tn (1 iJT:g) }

(1= a)

donde =+ es el signo de la curvatura espacial. Né6tese que si a(t) =
1y r << Rp, las métricas 7.14 y 7.15 se reducen a la métrica de

ds? =—

(7.15)

a(t)? (dr? +12dQ?),
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Schwarzschild en coordenadas fisicas isotrépicas (t, a(t)r, 0, ¢) para
una masa central Mpa(t). En cambio, si My = 0, recuperamos la
geometria de los modelos de Friedmann.

La métrica asintéticamente plana 7.14 y su tensor de energia-momento
correspondiente han sidos analizados por Gao et al. 2008. La métrica
resulta consistente con un tensor de energia-momento para un fluido
imperfecto acretante sin presién. Enfatizamos que, asintéticamente, el
tensor de energia-momento coincide con el del modelo cosmolégico:

Tuv = p(m, t)uuuv + quiy + gvUy

m poo(t)uuu\u (716)

donde u* — (lgoo(r,t)[7"/2,0,0,0), g* — (0,q(r,1),0,0), YV P X
H2(t), en acuerdo con las ecuaciones de Friedmann#.

Sostenemos que el mismo resultado puede extenderse a las métricas
asintéticamente curvas 7.15. De acuerdo a las ecuaciones de Einstein,
el contenido de materia de estas geometrias es un fluido imperfecto
acretante que, asintéticamente, coincide con el de los modelos curvos
de Friedmann (k # 0):

T},LV - [P(T/ t) + p(T, t)]uuuv + P(T, t)gu\/ + qP—uV + unPL
T—00 poo(t)uuu‘/' (7'18)

donde poo(t) ox HZ(t) £ Ca—2(t), con C una constante positiva, en
acuerdo con las ecuaciones de Friedmann.

Hemos mostrado que las métricas dadas por las ecuaciones 7.14 y
7.15 son consistentes con la masa cuasi-local de Hawking-Hayward
para un agujero negro embebido en un modelo cosmolégico de Fried-
mann. Un andlisis detallado de las superficies atrapadas para estas
métricas se presentard en un trabajo futuro. En el resto de este Capitu-
lo, suponemos que la masa cuasi-local de Haywking-Hayward es la
masa efectiva del agujero negro embebido en un modelo cosmolégico
de Friedmann.

7.3.2 Acrecion de radiacién de fondo de microondas por agujeros negros

La tasa de acrecion de fotones del CMB por un agujero negro viene
dada por:

MEN® = b nems(z) < epn > ¢, (7.19)

donde b = <3ﬁrs) /2 es el pardmetro de impacto critico de un
agujero negro de Schwarzschild (rs denota un radio de Schwarzschild);
ncme(z) y < €pn > son la densidad y energia de fotones del CMB
como funcién del corrimiento al rojo z, respectivamente:
nems(z) = 51072em ™3 (1 —|—z)3, (7.20)
<e€p> = 6 10 %erg (142). (7.21)

4 Ecuaciones de Friedmann:

(1) 8nG 2
w0 = (3) =5 om0 g 717



7.4 FACTOR DE LLENADO

Por simplicidad, s6lo consideramos agujeros negros supermasivos>
de My =108 M. Las Ecs. 7.19 y 7.13 pueden escribirse como:

a(t) S

La variacién de la masa de un agujero negro por acrecioén de fotones
del CMB durante el intervalo de tiempo césmico At =t —1tp (to es
el valor del tiempo césmico presente) puede obtenerse mediante la
integracion de la tltima ecuacién:

2
MGMB (¢ )—5,51025n< % ) erg. (7.22)

1 CMB (4 /
AMSMB(t) —J tMBHi(t)dt’. (7.23)

2
to c

Como se mencioné antes, se espera que también haya acrecién de
materia y corrientes, tal como se observa en nticleos galacticos activos
[Romero & Vila, 2014]. Es en este sentido que nuestra estimacién del
crecimiento de la masa del agujero negro debido a la acrecién de
fotones del CMB resulta en un minimo absoluto.

7-4 FACTOR DE LLENADO

Definimos el factor de llenado, denotado f(t), como el cociente entre el
area del horizonte de eventos App(t) y el drea de una hipersuperficie
radial tipo espacio en los modelos de Friedmann X (t):

f(t) = A;I;t()t) . (7.24)

El 4rea del horizonte de eventos en funcién del tiempo césmico t
tiene la forma:

16mG2 2
Apn(t) = — 3 Mg (1), (7-25)
donde
MERT (1) = MEE (1) + AMSNE(t). (7.26)

El 4rea de una hipersuperficie radial tipo espacio en los modelos de
Friedmann puede derivarse del elemento de linea 7.4 y resulta:

I(t) = 4nRo%r?a(t)?. (7.27)

Dadas las expresiones anteriores, obtenemos una férmula para f(t)
de las Ecs. 7.24, 7.25,y 7.27:
4 G2

- = CMB
f(t) = G RZ 12 1) [Moal(t) + AMG " (t )] : (7.28)

Los agujeros negros supermasivos se encuentran en la mayor parte de las galaxias
y tienen masas entre ~ 10° hasta 1O9M@ [Romero & Vila, 2014]. La contribucién al

apantallamiento de corrientes por agujeros negros de masa estelar, en comparacion,

es despreciable.
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Imponemos la condicién de que el valor del factor de escala debe ser
igual a 1 en el tiempo césmico presente to y tomamos la hipersuperfi-
cie radial de coordenadas coméviles:

. 2GMy (7.20)
- CZRO ' 7 9
El factor de llenado tiene la forma:
2AMCMB t AMCMB t 2
ft)=1+ si (U si (U . (7.30)

Moa(t) M3a(t)?

A continuacién se probara que la funcién f(t) es mayor a su valor
presente f(tp) = 1, para t > tp en los modelos de Friedmann abierto,
plano, y cerrado. Esto resultard en una asimetria temporal para estos
modelos.

7.5 RESULTADOS: FACTOR DE LLENADO PARA LOS MODELOS COS-
MOLOGICOS DE FRIEDMANN

En las Figura 8o mostramos los gréficos de la Ec. 7.23 como funcién
del tiempo césmico t para modelos de Friedmann cerrado, plano, y
abierto. Se observa que la masa total del agujero negro siempre se
incrementa debido a la acrecién de fotones del CMB. En los mode-
los plano y abierto, AMSME(t) tiende aproximadamente a un valor
constante para t — oco. La densidad y energia de los fotones del CMB
es inversamente proporcional al factor de escala normalizado (Ecs.
7.20 y 7.21). Para un universo que siempre se expande, tales como los
modelos plano y abierto, los agujeros negros acretan fotones cada vez
menos energéticos para t — oo. Contrariamente, en el caso cerrado,
mientras el universo colapsa, AM%%B(‘() tiende a infinito.

2.0E23 T T T T T

—=— FM cerrado
—— FM plano
—e— FM abierto

1.5E23 |-

1.0E23

AM_,;(1) [g]

5.0E22

0.0 : ! : ' :
175 18.0 185 19.0

log,o(t[s])

Figura 80: Gréficos de AMSME(t) en funcién del tiempo césmico para los
modelos de Friedmann (FM) cerrado, plano, y abierto.

En la Figura 81 se muestra el grafico de la funcién f(t) — 1 (ver Ec.
7.30) en funcién del tiempo césmico. En los tres modelos cosmolégicos,
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f(t) — 1 es siempre positivo. Tanto para los modelos plano como
abierto, f(t) — 1 se incrementa hasta un valor méximo para t ~ 10'8s,
y tiende a cero para valores grandes del tiempo c6smico. Este no es el
caso para el modelo cerrado; la funcién f(t) — 1 posee un méximo y
un minimo local en t ~ 10'82s y t ~ 101875, respectivamente. Para
t — oo, f(t) — 1 tiende a infinito.

4E-19 — Y Y
—=a— FM cerrado
—— FM plano
3p.19 | —* FMabierto
—
1
=
2E-19
et
1E-19 -
0 L 1 L 1

17.5 18.0 18.5 19.0

logl()(t [s])

Figura 81: Gréficos de f(t) — 1 en funcién del tiempo césmico para los mode-
los de Friedmann (FM) cerrado, plano, y abierto.

76 IMPLICACIONES Y CONCLUSIONES

Hemos mostrado que el factor de llenado f(t) es siempre mayor
respecto a su valor presente f(tp) = 1, para t > to en los modelos cos-
molégicos de Friedmann plano, abierto, y cerrado. El crecimiento del
area del horizonte de eventos de un agujero negro es siempre mayor
que el area de una hipersuperficie tipo espacio en expansién cosmolé-
gica. La estructura causal de un dado punto del espacio-tiempo p(r, t)
estd determinada por el pasado y futuro causal de p(r,t). Hay una
asimetria en la contribucién de las corrientes en el pasado causal con
respecto al futuro causal debido al apantallamiento de corrientes por
horizontes de eventos més grandes. Esto implica que ]~ (p) y J* (p) no
son simétricas. Luego, los cuadri-potenciales Al y A}, son diferentes.
En todos los casos esto implica que g,vL*TY > 0.

Atn para un universo en contraccion, tal como el modelo cerrado
de Friedmann, los procesos macroscépicos resultan irreversibles. Este
resultado es contrario a la prediccién hecha por Hawking 1985, en la
que se afirma que la direccién en que los procesos ocurren deberian
revertirse si el universo pasa a un estado de contraccion.

Puede argumentarse que en los modelos plano y abierto habra un
tiempo en que la temperatura de los agujeros negros serd mayor que
la temperatura del CMB y luego la evaporacién de los agujeros negros
se hara efectiva. Si bien esto es correcto, no afecta nuestro resultado
dado que la radiacién de Hawking es térmica [Hawking, 1974, 1975]
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y las corrientes apantalladas nunca podran recuperarse. Esto deja la
asimetria temporal intacta.

Penrose 1979 distingui6 varios procesos fundamentales asimétricos
en el universo que parecen ser independientes: 1) la Segunda Ley de la
Termodindmica, 2) la flecha de radiacién, 3) la expansiéon del universo,
4) la formacién de agujeros negros®. Nuestro trabajo implica que los
cuatro procesos asimétricos mencionados estdn todos relacionados en
los modelos de Friedmann. Como hemos mostrado, existe una direc-
cién temporal preferencial para el flujo de la energia electromagnética
hacia el futuro. El flujo electromagnético L esta relacionado con la
temperatura macroscépica por medio de la ley de Stefan-Boltzmann:
L = AoggT?#, donde ogg es la constante de Stefan-Boltzmann. Si supo-
nemos que la energia se conserva localmente, la temperatura de un
cuerpo decrece hacia el futuro, incrementando su entropia de acuerdo
a la Segunda Ley de la Termodindmica. La flecha de la radiaciéon y
la Segunda Ley de la Termodindmica surgen del apantallamiento de
corrientes por agujeros negros mds grandes a medida que el tiempo
cOésmico se incrementa.

Concluimos que el acoplamiento entre las condiciones cosmolégicas
globales y procesos gravitacionales, con procesos locales de naturaleza
electromagnética da lugar a la irreversibilidad macroscépica local
observada. Esta irreversibilidad atn existiria en el caso de un universo
en colapso que contenga agujeros negros.

6 La Segunda Ley de la Termodindmica: la entropia de un sistema cerrado nunca
decrece. La flecha de radiacién: sélo medimos potenciales retardados, aunque tanto
los potenciales retardados como avanzados son soluciones de las ecuaciones de
Maxwell. La expansion del universo: hay varios procesos involucrados en la expansién
del universo tales como la recesién de las galaxias distantes o la disminucién de
la temperatura media del universo. La formacién de agujeros negros: los agujeros
blancos y negros son ambos soluciones de las ecuaciones de Einstein, relacionadas
por una transformacién de inversién temporal. Sin embargo, sélo los agujeros negros
parecen existir. Los agujeros blancos son objetos intrinsecamente inestables [Eardley,

1974].



AGUJEROS NEGROS Y ONTOLOGIA DEL
ESPACIO-TIEMPO

8.1 INTRODUCCION

El presentismo es una tesis metafisica sobre lo que existe. Puede
expresarme como (e.g. Crisp 2003):

Presentismo. Siempre es el caso que, para cada x, x es
presente.

El operador de cuantificacién 16gico es ilimitado. Para que la definicién
anterior tenga significado, el presentista debe dar una especificacion
del término “presente”. Crisp, en el trabajo citado, propone la siguiente
definicion:

Presente. La suma mereolégica de todos los objetos con
distancia temporal nula.

La nocién de distancia temporal de Crisp es definida en forma poca
rigurosa, pero de forma tal que esta en acuerdo con el sentido comtin
y el intervalo de tiempo fisico entre dos eventos. De estas definiciones
se desprende que el presente es una cosa, no un concepto. El presente
es la agregacion ontolégica de todas las cosas presentes. Luego, si se
dice que “x es presente’, significa que “x es parte del presente".

La tesis opuesta al presentismo es el eternalismo, también llama-
do cuadri-dimensionalismo. Los eternalistas afirman la existencia de
objetos pasados y futuros. La distancia temporal entre estos objetos
es distinta de cero. El nombre cuadri-dimensionalismo proviene del
hecho de que de acuerdo a los eternalistas, los objetos se extienden en
el tiempo y, poseen un volumen cuadri-dimensional, con 3 dimensio-
nes espaciales y 1 dimensién temporal. Existen distintas versiones del
eternalismo. El lector puede consultar Rea 2003 y las referencias alli
dadas para una discusion sobre el eternalismo.

Varios fil6sofos han defendido la tesis del presentismo; entre éstos se
destacan Chisholm 1990, Bigelow 1996, Zimmerman 1996, Zimmerman
2011, Merricks 1999, Hinchliff 2000, Crisp 2007, y Markosian 2004".
Algunas de las criticas contra el presentismo se basan en la supuesta
incompatibilidad del presentismo y la teoria de la Relatividad Especial.
En lo que sigue, haremos una revisién de las principales objeciones
a la tesis presentista en el marco de las teorias de la Relatividad
Especial y General. Posteriormente, se presentard un nuevo tipo de
argumento basado en la existencia de objetos compactos en el universo.
Mostramos que el presentista no puede aceptar el actual conocimiento
fisico de estos objetos, sin introducir cambios su visién ontolégica®.

1 Ver también la revisién de Mozersky 2011.
2 Algunos autores tales como Savitt 2006, Dorato 2006, Dolev 2006, y recientemente
Norton 2013 han argumentado que la disputa entre presentismo y eternalismo no es
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8.2 PRESENTISMO, RELATIVIDAD ESPECIAL, Y RELATIVIDAD GE-
NERAL

La teoria de la Relatividad Especial postula la invarianza de Lorentz
de los enunciados de las leyes de la fisica en un tipo particular de
sistemas de referencias denominados sistemas de referencia inerciales. De
aqui el cardcter ‘restringido’ o ‘especial’ de la teoria. Las ecuaciones de
la electrodindmica de Maxwell son invariantes ante transformaciones
de Lorentz, a diferencia de las ecuaciones de la mecédnica clésica.
Cuando la mecénica clasica se corrige para que las ecuaciones de la
teoria sean invariantes bajo transformaciones de Lorentz entre sistemas
de referencia inerciales, varias modificaciones surgen. La mds notable
es la imposibilidad de definir una relacién de simultaneidad absoluta
entre eventos. La relacién de simultaneidad resulta dependiente del
sistema de referencia. Luego, algunos eventos pueden ser eventos
futuros en algiin sistema de referencia, presentes, o pasados en otros
sistemas. Dado que lo que existe no puede depender del sistema
de referencia adoptado para describir la naturaleza, se concluye que
tantos los eventos pasados, presentes, y futuros existen. Luego, el
presentismo es falso.

Este argumento ha sido formulado con distintos niveles de sofisti-
cacion por filésofos tales como Smart 1963, Rietdijk 1966, y Putnam
1967. En particular, Rietdijk y Putham argumentaron en forma inde-
pendiente que la Relatividad Especial implica el determinismo. Esta
posicion fue revisada por Maxwell 1985 en la década de los ochenta.
Este sostenia que el probabilismo3 y la Relatividad Especial eran in-
compatibles. Fuertes objeciones a Rietdijk, Putnam, y Maxwell pueden
encontrarse en Stein 1968, 19914. En su trabajo de 1991, Stein mostré
que la apertura del futuro relativa al pasado para cualquier regién
del espacio-tiempo es, dada la Relatividad Especial, l6gicamente in-
compatible con la estructura temporal global objetiva [Harrington,
2009]. En los dltimos afios, Harrington 2008, 2009 defendié una teoria
de temporalidad local, también llamada teoria point-present, en la que
suponiendo la Relatividad Especial se permite la posibilidad de un
futuro abierto, i.e no determinado completamente (ver también Ellis
2006 y Ellis & Rothman 2010).

El argumento a favor del eternalismo a partir de la Relatividad
Especial es particularmente fuerte en la reformulacién de esta teoria
propuesta por Hermann Minkowski. Minkowski 1907, 1909 introdu-
jo el concepto de espacio-tiempo: la suma mereolédgica de todos los
eventos. El espacio-tiempo puede representarse mediante una varie-
dad cuadri-dimensional dotada de una métrica que permite calcular
distancias entre eventos. Estas son distancias espacio-temporales o

genuina. En este trabajo no estamos interesados en esta disputa sino en la consistencia
del presentismo con la teoria de la Relatividad General.

El Probabilismo es la tesis en la que el universo es tal que, para cualquier instante,
existe s6lo un pasado pero muchos futuros alternativos [Maxwell, 1985].

4 La controversia entre Putman y Stein fue discutida por Saunders 2002.
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intervalos. El intervalo diferencial en el espacio-tiempo de Minkowski,
que es invariante bajo transformaciones de Lorentz, es:

ds? = NuvdxHdxY = (dx%)? — (dx')? — (dx3)? — (ax®)?, (8.1)

donde el tensor métrico Minkowskiano 1+ es pseudo-Euclideano, de
rango 2 y traza —2. Las coordenadas con el mismo signo se denominan
espaciales (la convencién usual en la notacién es x! = x, x%2 = Y,y
x3 = z) y la coordenada x° = ct se denomina coordenada temporal. La
constante ¢ denota la velocidad de la luz en el vacio.

La interpretacion de Minkowski permite separar el espacio-tiempo,
en cada punto (cada punto representa un evento), en tres regiones de
acuerdo a si ds? < 0 (regi6n tipo espacio), ds? = 0 (region tipo luz o
nula), y ds? > 0 (regi6n tipo tiempo). Las particulas que atraviesan el
origen de coordenadas s6lo pueden moverse por regiones tipo tiempo.
La superficie nula ds? = 0 s6lo puede ser habitada por particulas que
se mueven a la velocidad de la luz, como los fotones. Puntos en la
region tipo espacio no pueden ser alcanzados por objetos materiales
del origen del cono de luz que puede formarse en cada punto del
espacio-tiempo (ver Fig. 82).
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Figura 82: Cono de luz. Se muestran el pasado y futuro causal, y el plano
presente del evento central.

La introduccién de una métrica permite definir el futuro y el pasado
de un dado evento. Una vez que esto se hace, todo los eventos tipo
tiempo pueden clasificarse por la relacién antes de o después de. La
designacién de un evento como presente o ahora, es completamente
convencional. Ser presente no es una propiedad intrinseca de cual-
quier evento. Més bien, es una propiedad relacional que requiere la
interaccién con un ser consciente. La extinciéon de los dinosaurios
siempre serd anterior al comienzo de la Segunda Guerra Mundial.
Pero este Gltimo evento era presente para algunos seres humanos en
un dado estado fisico. El presente es una propiedad como el olor o
el color. Emerge de la interaccién de individuos auto-cocientes con
cosas cambiantes y no tiene existencia independientemente de ellos
(ver Griinbaum 1973, Capitulo X, Romero 2015b).
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Aunque el argumento anterior parece convincente, hay una hip6-
tesis ontolégica fuerte: se supone la existencia del sistema de todos
los eventos. Esto simplifica al fisico, pero puede aterrar al filésofo. Los
presentistas pueden rechazar esta hipétesis, pero jexiste una inter-
pretacion alternativa de la Relatividad Especial con el mismo poder
predictivo y explicativo como la de Minkowski?

La alternativa existe y fue propuesta por Poincaré 1902 en la forma
de la tesis convencionalista. Poincaré remarcé que es siempre posible
salvar una interpretacién basada en la geometria fisica Euclideana
si campos adicionales se introducen en la teoria para ajustar todas
las cantidades fisicas (longitudes, masas, velocidades) a la geometria
que se adopta. En el caso de la Relatividad Especial, ésto da lugar
a la teorfa de Lorentz de los cuerpos en movimiento. Los fisicos
siempre van a preferir la teoria mas simple, pero el presentista puede
argumentar que desde un punto de vista ontolégico, la interpretacion
de Minkowski es mucho més costosa que la del presentista: una teoria
3-dimensional Euclideana e invariante de Lorentz. Un espacio-tiempo
Euclideano es consistente con el presentismo ya que el intervalo puede
escribirse como:

ds? = (cdt)? 4 dx? + dy? + dz°. (8.2)

Luego, dado que en un sistema propio ds = cdt, y usando la
invarianza del intervalo obtenemos:

1 B}
av? = dt? + a¢? = at? (1 + [32> ) 8.3)

donde

p=
De la Ec. 8.3 se sigue que dt = 0 si y s6lo si dt = 0. Todos los eventos
tienen distancia temporal cero en el plano 3-dimensional Euclideano.
Una discusién completa se presenta en Craig 2001.

Una geometria euclidea puede preservarse (a un precio alto, i.e.
introduciendo campos distorsionadores) en Relatividad Especial dado
que tanto las geometrias Euclideanas y Minkowskianas tienen curva-
tura intrinseca nula. La curvatura de una dada variedad viene dada
por el tensor de Riemman R*BY® formado con derivadas segundas de
la métrica. Este tensor es idénticamente nulo para cualquier espacio-
tiempo con una métrica constante. Dado que la curvatura intrinseca es
la misma en las geometrias Euclideana y Minkowskiana, siempre es
posible encontrar una transformacién global entre estas. Para espacio-
tiempos més generales, representados por variedades con curvatura
intrinseca, tales transformaciones s6lo pueden ser locales. Esto nos
lleva a la Relatividad General.

En la ausencia de gravedad, como en el espacio-tiempo de Minkows-
ki, siempre es posible encontrar un sistema global de coordenadas
(£%) en el que la métrica toma la forma dada por 8.1 en todo punto.
Con gravedad, contrariamente, dicho sistema de coordenadas puede

o<
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sOlo representar al espacio-tiempo en una vecindad infinitesimal de
un dado punto. La curvatura del espacio-tiempo significa que no es
posible encontrar coordenadas en las que g, = 1,y en todo punto
de la variedad. Siempre es posible, sin embargo, representar el evento
(punto) P en un sistema tal que g,+(P) =nuv y (0g,+v/0x)p = 0.

Un aspecto crucial de la Relatividad General es que el espacio-
tiempo 4-dimensional con curvatura no nula ya no es mas prescindible.
(Esto implica que el presentismo debe abandonarse? No necesaria-
mente.

Thomas Crisp [Crisp, 2007] propuso un modelo “presentista ami-
gable” de la Relatividad General; sugiri6é que el mundo puede repre-
sentarse mediante una hipersuperficie tipo espacio 3-dimensional que
evoluciona en el tiempo. Esta interpretacion requiere introducir una
foliacion preferencial del espacio-tiempo, y considerar la descomposi-
cion usual 3 + 1 para la dindmica del espacio-tiempo de manera tal
que ‘el presente” se identifica con la hipersuperficie en evolucién.

Para poder formular dicho modelo de espacio-tiempo deben impo-
nerse algunas restricciones globales: tiene que ser posible una foliacion
en hipersuperfices de Cauchy de manera tal que permita la existencia
de campos vectoriales globales tipo-tiempo que pueden usarse para
introducir una “coordenada temporal global” como, por ejemplo, en la
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Entre las condicio-
nes generales para dichas métricas se incluye la ausencia de horizontes
de Cauchy y el cumplimiento de las llamadas condiciones de energia
[Hawking & Ellis, 1973].

Aunque se pueden exponer argumentos en contra del modelo de
Crisp, tales como métricas generales inhomogéneas y violaciones ma-
sivas de las condiciones de energia basadas en datos cosmolégicos
recientes (e.g. Plebanski & Krasinski 2006), en lo que sigue nos con-
centraremos en aspectos locales que deben satisfacerse en cualquier
modelo cosmolégico compatible con la astrofisica actual.
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El tipo més simple de agujero negro es descripto por las métrica
de Schwarzschild; esta métrica caracteriza la geometria del espacio-
tiempo fuera de una distribucién de materia esféricamente simétrica
(ver Capitulo 2). La métrica de Schwarzschild para una masa M esta
dada por la Ec. 2.20.

Los conos de luz pueden calcularse de la métrica 2.20 imponiendo
la condicién ds? = 0. Luego:

dr 2GM
— =4(1- .
a < : ) (8.9

donde tomamos ¢ = 1. Debe notarse que cuando r — oo, dr/dt —
+1, como en el espacio-tiempo de Minkowski. Cuando v — 2GM,
dr/dt — 0, la luz se mueve sobre la superficie r = 2GM. El horizonte
es, pues, una superficie nula. Para r < 2GM, el signo de la derivada
se invierte. La region interna a r = 2GM es tipo tiempo para cualquier
sistema fisico que ha cruzado el horizonte de eventos. En la Fig. 83
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se muestra el comportamiento de los conos de luz en coordenadas
de Schwarzschild. Cuando nos acercamos al horizonte de eventos,
los conos de luz se hacen mas angostos indicando la restriccién a las
posibles trayectorias impuestas por la curvatura creciente. Del otro
lado del horizonte la direccion del tiempo se ‘invierte” en el sentido
que trayectorias nulas o tipo tiempo tienen en su futuro la singularidad
en el centro del agujero negro.

Futuro

/
el 5 4 ’

Pasado

Exterior Interior
T = Tschw
Singularidad

Figura 83: Diagrama de espacio-tiempo en coordenadas de Schwarzschild
donde se muestra los conos de luz cerca y dentro del agujero
negros.

Una consecuencia muy interesante de todo esto es que un observa-
dor en el horizonte tendra su presente sobre el horizonte. Todos los
eventos que ocurren en el horizonte son simultdneos. La distancia tem-
poral del observador en cualquier punto en el horizonte a cualquier
evento que ocurre en el horizonte es cero (el observador se encuentra
sobre una superficie nula ds = 0 siendo el intervalo de tiempo propio
necesariamente cero’). Si el agujero negro ha existido durante toda la
historia del universo, todos los eventos en el horizonte durante dicha
historia (por ejemplo la emisioén de fotones en el horizonte por materia
cayendo al agujero negro) son presentes para cualquier observador
cruzando el horizonte. Estos eventos no son todos presentes para
un observador fuera del agujero negro. Si el observador externo es
un presentista, pensard seguramente que algunos de esos eventos no
existen porque ocurrieron o ocurrirdn tanto en el pasado como en el
futuro remoto. Pero si aceptamos que lo que existe no puede depender
del sistema de referencia adoptado para la descripcién de los eventos,
parece que tenemos aqui un argumento contra el presentismo.

Remarcamos que el horizonte 1) no depende del sistema de coorde-
nadas elegido para describir al agujero negro (Capitulo 2) , 2) es una
superficie nula absoluta en el sentido de que es una propiedad intrin-
seca y no dependiente del sistema de referencia , y 3) es no-singular
(o ‘bien comportada’, i.e. el espacio-tiempo es regular en el horizonte).

Se pueden considerar agujeros negros mas complejos, como por
ejemplo agujeros negros de Kerr, Reissner-Nordstrom, o Kerr-Newman.
En todos éstos el horizonte externo de eventos es una superficie nula;
las consideraciones arriba expuestas siguen siendo validas. Los agu-
jeros negros rotantes introducen problemas adiciones a la tesis del
presentismo, relacionados con la existencia de horizontes de Cauchy
y curvas temporales cerradas, pero no discutiremos estas cuestiones

5 Esto nunca puede ocurrir en el espacio-tiempo de Minkowski ya que los fotones sélo
pueden existir en las superficies nulas. El horizonte de eventos, una superficie nula,
puede ser cruzado por particulas masivas
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aqui. Mds bien, nos concentraremos en las implicaciones de la exis-
tencia de superficies nulas, que pueden ser cruzadas por particulas
masivas u observadores, para el presentismo.

8.4 IMPLICACIONES ONTOLOGICAS

En un mundo descripto por la Relatividad Especial, la tinica forma
de cruzar una superficie nula es moviéndose a una velocidad mayor
que la velocidad de la luz. Como hemos visto, este no es el caso para
un universo que contiene agujeros negros. A continuacién, exponemos
un argumento contra el presentismo.

Argumento Al:

= P1: Existen agujeros negros en el universo.

= P2: Los agujeros negros se describen correctamente mediante la
teoria de la Relatividad General.

= P3: Los agujeros negros poseen superficies cerradas nulas (hori-
zontes).

» Luego, existen superficies cerradas nulas en el universo.
Argumento A2:

= P4: Todos los eventos en una superficie cerrada nula son simul-
tdneos con cualquier evento en la misma superficie.

= P4i: Todos los eventos en una superficie cerrada nula son simul-
tdneos con el nacimiento del agujero negro.

= P5: Algunos eventos distantes son simultdneos con el nacimiento
del agujero negro, pero no con otros eventos relacionados con el
agujero negro.

= Luego, existen eventos que son simultdneos en un sistema de
referencia, pero no en otro.

La simultaneidad depende del sistema de referencia. Dado que lo
que existe no puede depender del sistema de referencia, concluimos
que existen eventos no simultdneos. Luego, el presentismo es falso.

Veamos cudles de las hipétesis de nuestro argumento estan abiertas
a la critica del presentista.

Un presentista irreductible podria rechazar completamente P1. Aun-
que hay evidencia astronémicas significativa que apoya la existencia
de agujeros negros (e.g. Camenzind 2007, Paredes 2009, Romero &
Vila 2014), la naturaleza particular de este tipo de objetos deja lugar a
algunas especulaciones tales como gravastars, y otros objetos exoticos
compactos. El precio por rechazar P1, sin embargo, es muy alto: los
agujeros negros son componentes basicos de la mayor parte de los me-
canismos que explican eventos extremos en astrofisica, desde cuasares
a los denominados gamma-ray bursts, desde la formacion de galaxias
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hasta la produccion de jets en sistemas binarios. El presentista que
rechaza los agujeros negros deberia reformular la astrofisica de altas
energias actual en términos de nuevos mecanismos. De todos modos,
P1 es susceptible de validaciéon empirica a través de imdgenes directas
de la “sombra” del agujero negro supermasivo en el centro de la Via
Léctea a través de técnicas sub-milimétricas en la préxima década (e.g.
Falcke et al. 2011). Mientras tanto, la evidencia a favor de la existencia
de los agujeros negros es abrumadora, y muy pocos cientificos los
rechazarian sélo en base a consideraciones metafisicas.

El presentista podria, en cambio, rechazar P2. Después de todo,
sabemos que la Relatividad General no es vélida a escalas de Planck.
(Por qué podria proveer una descripcién correcta de los agujeros
negros? La razén es que el horizonte de un agujero negro esta bastante
lejos de la regién donde la teoria falla (la singularidad). La distancia,
en el caso de un agujero negro de Schwarzschild, es rs. Para un
agujero negro de 10 masas solares, como el que se supone forma
parte del sistema binario Cygnus X-1, el radio de Schwarzschild es
de 30 km; y para el agujero negro en el centro de la galaxia, el radio
de Schwarzschild es de alrededor de 12 millones de km. Cualquier
teoria de la gravitaciéon deberia proveer los mismos resultados que la
Relatividad General a tales distancias.

Superficie nula |* t g fici la t
\&,h; ,% 7 ;resen\te uperficie nula .

= N |
A - _
Presente Presente = Superficie nula
Minkowski ©—0 Horizonte de eventos

T —>TscHw

Figura 84: Angulos de apertura de los conos de luz a diferentes distancias
del horizonte del agujero negro de Schwarzschild. En el horizonte
la superficie nula coincide con el hiperplano del presente.

No hay mucho para hacer con P4, dado que sigue de la condicién
que define una superficie nula®: ds = 0; en forma similar, P4i sélo
especifica uno de los eventos en la superficie nula . El presentista
podria negarse a identificar ‘el presente’ con una superficie nula.
Después de todo, en el espacio-tiempo de Minksowski o incluso en
un espacio-tiempo pseudo-Riemanniano globalmente orientable en el
tiempo, el presente suele tomarse como el hiperplano perpendicular al
tiempo local. Pero en espacio-tiempos con agujeros negros, el horizonte
no es s6lo una superficie nula, sino también una superficie localmente
normal a la direccién del tiempo. Esto puede apreciarse en la Figura 84,
donde el dngulo O es el d&ngulo entre la superficie nula y el hiperplano
del presente. En el espacio-tiempo de Minkowski dicho dngulo es 45°
cuando la velocidad de la luz se mide en unidades naturales (c = 1). En
este espacio-tiempo, el plano del presente no coincide con la superficie
nula. Sin embargo, cerca del horizonte de eventos del agujero negro,
la situacién cambia, como se observa de la Ec. 8.4. A medida que
nos acercamos al horizonte, 0 tiende a cero, i.e. la superficie nula

6 ds =cdt =0 — dt =0, donde dt es la separacién temporal propia.
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coincide con el plano del presente. En el horizonte, ambas superficies
coinciden exactamente: 6 — 0 cuando r — 7. El presentista que
rechace la identificacién del presente con una superficie cerrada nula
en el horizonte de eventos deberia abandonar su creencia acaso més
estimada: la identificacion del ‘presente’” con hipersuperficies que son
normales a la direccién temporal local.

El resultado obtenido no es una consecuencia de la eleccién particu-
lar de coordenadas sino de una propiedad intrinseca de los agujeros
negros. Esta afirmacién puede probarse como sigue: las simetrias del
espacio-tiempo de Schwarzschild implican la existencia de una fun-
cién radial preferencial, v, que sirve como un pardmetro afin a lo largo
de ambas direcciones nulas. El gradiente de esta funciéon, rq = V1,
satisface (c = G = 1):

9%, = (1 — 2M> . (8.5)

T

Luego, ¢ es tipo espacio para r > 2M, nulo para r = 2M, y tipo
tiempo para v < 2M. La superficie 3-dimensional dada por r = 2M es
el horizonte H del agujero negro en el espacio-tiempo de Schwarzs-
child. De la Ec. 8.5 se sigue que r%ry = 0 sobre H, y luego H es una
superficie nula?.

La premisa P5, acaso, es la mas prometedora para la defensa del
presentista. Podria argumentarse que los eventos en el horizonte no
son simultdneos con cualquier evento en el universo externo. Estos
estdn, en un sentido preciso, extirpados del universo, y luego no
pueden ser simultdneos con cualquier evento distante. A continuacién
ofrecemos un contraejemplo.

Los denominados long gamma-ray bursts se piensan son el resultado
de la implosién de una estrella muy masiva que rota rdpidamente. El
nucleo de la estrella se convierte en un agujero negro, que acreta mate-
rial del remanente estelar. Esto produce un crecimiento en la masa del
agujero negro y la ejeccion de materia de la region magnetizada central
en forma de jets relativistas (e.g. Woosley 1993). Aproximadamente,
uno de estos eventos ocurre en el universo por dia. Se detectan con

Un caso interesante es el espacio-tiempo de Schwarzschild en las coordenadas de
Painlevé-Gullstrand. En estas coordenadas el intervalo se escribe como:

2
2
dszsz2—<dr+\/]erdT> —r2d07?, (8.6)
2M
M1 |V
T=t+4M \/T+—lnr7 . (8.7)

2 pAY!
5t

con

Si el presentista elige identificar el presente con las superficies T =constante, de la
Ec. 8.6: ds? = —dr? —2dQ?. Debe notarse que para r = 2M éste es el horizonte de
eventos que, ademads, es una superficie nula. Luego, con dicha eleccién, el presentista
estd considerando que el horizonte de eventos es la hipersuperficie del presente,
para todos los valores de T. Esta eleccién de coordenadas muestra claramente que
la estrategia usual del presentista para definir el presente en Relatividad General
contradice su posicion si el espacio-tiempo permite los agujeros negros.
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satélites tales como Swift (e.g. Piran & Fan 2007), con duraciones de
algunas décimas de segundos. Este es el tiempo que le lleva al agujero
negro “tragar” la estrella colapsada. Antes de estos 10 segundos, el
agujero negro no existia para el observador distante O1. Luego, existe
un agujero negro en el universo que se extenderd mucho mds que
la vida humana. Consideremos ahora un observador O2 en colapso
con la estrella. En cierto instante, ésta cruzaréa la superficie nula del
horizonte. Esto ocurrird dentro de los 10 segundos que el colapso dura
para O1. Pero para O2 todos los fotones que cruzan el horizonte son
simultaneos, incluso aquellos que dejaron a O1 mucho después de
los 10 segundos y cruzaron el horizonte luego de haber recorrido un
largo trayecto. Por ejemplo, fotones que hayan dejado el planeta de
O1 un millén de afios después del gamma-ray burst, pueden cruzar el
horizonte, y luego interactuar con O2. Entonces, la formacién del agu-
jero negro es simultdnea con eventos en O1 y O2, pero estos mismos
eventos de O2 son simultdneos con eventos en el futuro distante de
O1. Esta situacion se ilustra en la Fig. 85.

E

ts3
Tiempo

At

Eo

t

Figura 85: Foliaciéon de un espacio-tiempo temporalmente orientable con
un agujero negro. El periodo de tiempo desde el nacimiento del
agujero negro al evento E es At.

Podria objetarse que O2 nunca alcanza el horizonte, dado que el
proceso de acercamiento le lleva un tiempo infinito para un sistema
de referencia lejano tal como OT. Esto es, sin embargo, un efecto de la
eleccion del sistema de coordenadas y de la aproximacién de particula
de prueba (ver, por ejemplo Hoyng 2006, p.116). Si el proceso se repre-
senta en coordenadas de Eddington-Finkelstein, la estrella desaparece
en un tiempo finito (los gamma-ray burst son eventos bastante cortos).
Procesos de acrecién/ejeccion, muy bien documentados en nticleos
galacticos activos y microcuasares (e.g. Mirabel et al. 1998) también
muestran que el tiempo para alcanzar el horizonte de eventos es finito
en la regién asintéticamente plana del espacio-tiempo.

Nuestra conlusion es que el presentismo, provee una imagen defec-
tuosa del substrato ontolégico del mundo.

85 COMENTARIOS FINALES

¢Qué tipo de visidon ontoldgica es compatible con la astrofisica de
agujeros negros? Sugerimos una en la cual lo que llamamos ‘presente’
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tenga un caracter local en vez de global. La separacién entre el tiempo
local y global que ocurre en los agujeros negros, como hemos visto, po-
ne en jaque la posicién del presentista. No hay forma de re-identificar
el presente para devolverle un significado global en un universo con
agujeros negros.

La ontologia intuitiva adoptada por la mayor parte de los astrofisicos
es aquella en la que hay cosas, y estas cosas cambian en relacion entre
ellas. Se puede especular que el espacio-tiempo es una propiedad
emergente del sistema de todas las cosas (e.g. Bunge 1977, Perez
Bergliaffa et al. 1998). La formulacién exacta de tal teoria ontolégica
que abarque una vision relativista del mundo, teniendo en cuenta
las peculiaridades de los efectos no-locales en mecénica cuantica, es
un problema abierto. Un problema que reclama tanto la atenciéon de
tilésofos como de cientificos (ver Romero 2015a para una discusién en
esta direccién).
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MIMICKERS

9.1 INTRODUCCION

Aunque hay evidencia astronémica significativa que apoya la exis-
tencia de los agujeros negros (Camenzind 2007, Paredes 2009, Romero
& Vila 2014), hasta el momento no se ha probado en forma incontro-
vertible que los objetos compactos asociados a eventos astrofisicos
extremos sean agujeros negros. La propiedad bésica que define a un
agujero negro es la existencia de un horizonte de eventos (ver Cap. 2).
Siendo el horizonte de eventos una superficie de infinito corrimiento
al rojo, es imposible la validacién empirica de los mismos mediante
observaciones electromagnéticas [Abramowicz et al., 2002].

Desde el punto de vista tedrico, la existencia de horizontes de even-
tos pareceria violar la evolucién unitaria requerida por la Mecanica
Cudntica’. Esta afirmacién puede ilustrarse con los siguientes dos
ejemplos:

1. Supongamos se tiene un agujero negro de masa M y un sistema
cudntico en un estado puro. Al estado total del sistema lo llama-
mos S1. Dejamos que el sistema evolucione solo, esto es, no se
hace trabajo sobre el mismo; el sistema cuantico cae al agujero
negro. La masa del agujero negro pasa de M a M + 6M. Luego
de un tiempo suficiente, por evaporacion, la masa del agujero
negro es nuevamente M. El sistema pas6 a un estado S2 en el
cual el resultado es exactamente el mismo agujero de masa M y
un fotén térmico. El fotén térmico, sin embargo, no es un estado
puro: la radiacién térmica es una mezcla de estados. Luego, hay
un proceso natural que transforma un estado puro en otro que
no lo es, sin trabajo externo. La unitariedad de la evolucién se
viola.

2. Supongamos se tiene un gas de estados puros que colapsa y
forma un agujero negro. Si éste se deja evaporar, luego de un
tiempo considerable, se obtiene un gas de particulas térmicas
(estados mixtos). Entonces, existen procesos que sélo dependen
de la teorfa de la gravitacion y la teoria de campos en espacio-
tiempo curvo que, sin trabajo externo, transforman un sistema
puro en uno mixto, violando la evolucién unitaria de la Mecénica
Cuantica.

Hay varias soluciones posibles a este problema: hay quienes pro-
ponen que la Relatividad General deja de ser vélida en el horizonte

1 La mecdnica cudntica predice la evolucién unitaria del cualquier sistema puro sobre
el que el Hamiltoniano H es constante, o sea sobre el que no hay interaccion externa.
Esto significa que un estado puro permanece puro.
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de eventos. Suponen que en el horizonte hay un campo cuantico con
enormes fluctuaciones de vacio que destruyen lo que cae al agujero
negro haciendo trabajo sobre el sistema cuantico y destruyendo la
unitariedad. A esa superficie cadtica y violenta de estados cuanticos de
muy alta energia la denominan firewall [Almheiri et al., 2013]. Una de
las falencias mds graves de esta propuesta es la violacion del Principio
de Equivalencia, principio que estd bien probado precisamente al nivel
de curvatura del horizonte de eventos. Por otro lado, para agujeros
negros supermasivos no se tiene siquiera campo fuerte.

Una posible solucién al problema, acaso las méds econémica, es
pensar que no existen los horizontes de eventos, ergo, no existen los
agujeros negros. De esta forma, tanto la Relatividad General como la
Mecanica Cudntica permanecen intactas. Los agujeros negros, pues,
podrian reemplazarse por objetos astrofisicos que se comportan como
agujero negros para cualquier observacion astronémica posible, pero
que no lo son. Denominaremos esta clase de objetos mimickers.

Entre los objetos exéticos que se han propuesto para “reemplazar” a
los agujeros negros se incluyen las estrellas de bosones?, que consisten
en sistemas autogravitantes de bosones y campos escalares [Liebling &
Palenzuela, 2012], superspinars: objetos cuyo momento angular excede
el de Kerr, con algin tipo de materia que reemplace la singularidad
anillo interior [Gimon & Hotava, 2009]; quark stars o estrellas extrafias,
objetos hipotéticos con una ecuacién de estado de gran rigidez que
permite que la materia exista en una régimen hiperdenso.

Otro tipo diferente de objeto hipotético son las Gravitational Vacuum
Stars o gravastars [Mazur & Mottola, 2001]. Se construyen en forma
matemadtica como objetos compactos cuyo interior es de de Sitter y su
geometria exterior es Schwarzschild para una masa total arbitraria M.
Estas regiones estdn separadas por una capa de material pequefia y
de anchura finita cuya ecuacién de estado es de la forma P = +pc?
que reemplaza tanto los horizontes cldsicos de de Sitter como de
Schwarzschild. La region interior tiene una ecuacién de estado de
la forma P = —pc? de manera tal que las condiciones de energia se
violan y los teoremas de singularidades no se aplican. La solucién,
pues, no posee singularidades ni horizontes de eventos. Trabajos
tedricos recientes, sin embargo, han mostrado que gravastars como
otros modelos alternativos a los agujeros negros no son estables si
rotan [Cardoso et al., 2008]. Ademads, como mostraron Cattoen et al.
2005, para que estrellas compactas estaticas sean estables se requiere
de un tensor de energia-impulso anisotrépico.

Un modelo dindmico de mimicker fue propuesto por Barcel¢ et al.
2008: las dark stars son objetos en un estado continuo de colapso que,
sin embargo, nunca desarrollan un horizonte de eventos; se evita la
aparicién de un horizonte invocando efectos cuédnticos.

Otra posibilidad es explorar el colapso gravitacional de materia con
una ecuacioén de estado tal que se tenga una transicion suave desde
un estado politrépico a uno de rigidez infinita lo que permitiria un
rebote. Una ecuacién de estado de este tipo fue propuesta por Mbonye

2 Las particulas en estos objetos no obedecen el Principio de Exclusiéon Pauli, y por ello
pueden ser muy compactas.
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& Kazanas 2005 para describir el interior de un agujero negro regular.
Como se mostr6 en el Cap.3, dicha solucién es termodindmicamente y
dindmicamente inestable.

En este capitulo proponemos un modelo de mimicker que consiste
en un sistema que colapsa y rebota (bouncing system) cuya ecuaciéon
de estado para la materia estd descripta por la ecuacién de Mbonye &
Kazanas 2005. Dado que el rebote se producird muy cerca del corres-
pondiente radio de Schwarzschild del sistema, donde el corrimiento
al rojo es muy grande, el rebote resultaria inobservable.

En la préxima seccién se procederd a detallar las caracteristicas del
modelo de mimicker.

9.2 MODELO DE MIMICKER
9.2.1  Ecuacion de estado

Consideramos sélo la evolucién dindmica del nicleo del sistema en
los ultimos estadios del colapso gravitacional.

Suponemos que la ecuaciéon de estado del fluido tiene la forma
[Mbonye & Kazanas, 2005]:

2
= (etT) (p:ax) ] <p:ax) b ©-1)

donde p es la presion, o = 2,2135, y pmax denota la densidad maxima
cuando se produce el rebote. La ecuaciéon de estado 9.1 describe el
comportamiento de la materia que cambia en forma suave de normal
a un nucleo de “fluido exético”, de forma tal que p, = —p cuando
r — 0. Hacia afuera de la regién central, para densidades bajas y
donde la materia es normal, la ecuacién de estado se reduce a la
de una politropa (ver Cap. 3). Elegimos pmax = 0,2 x 10'® g/cm?,
valor mucho maés alto que las densidades obtenidas en el Large Hadron
Collider. A tales densidades la materia podria tener un comportamiento
repulsivo tal como el descripto por la ecuacién de estado de Mbonye
& Kazanas 2005 (p = —p, que viola las condiciones de energia).

La densidad del fluido p, es tanto una funcién de la coordenada
radial r como de la coordenada temporal t. La forma particular de
esta funcién serd determinada una vez que se resuelvan las ecuaciones
de Einstein y las ecuaciones hidrodinamicas para el fluido en forma
acoplada.

El problema de la evolucién del campo gravitacional en Relatividad
General puede plantearse en términos de un problema tradicional de
valores iniciales o problema de Cauchy. La formulacién del problema
de Cauchy en Relatividad General involucra una descomposiciéon del
espacio-tiempo 4-dimensional en un espacio 3-dimensional mas una
dimension temporal. Esta separacién induce una descomposicién 3 + 1
de las ecuaciones de Einstein que presentaremos a continuacion.

plp) =
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9.2.2 Formalismo 3 + 1 en Relatividad General

Dado un espacio-tiempo asintéticamente plano (M, g,.~), considera-
mos una foliacién 3 + 1 del mismo en hipersuperficies tipo espacio .
Si se introduce un sistema de coordenadas (x!) en cada hipersuperficie,
el elemento de linea puede escribirse como:

guvdxHdx¥ = —NZdt? +yy; (dx" + pdt) (dx) +pldt),  (9.2)

donde N es la funcién lapse, Blesel shift vector, y vi; es la 3-métrica in-
ducida por la métrica del espacio-tiempo g«p en cada hiperduperficie
Zti

Vv = Guy + Ny, (9-3)

Aqui ng = —NV 4t es el vector normal unitario a £, donde V4 es la
derivada covariante asociada a la métrica del espacio-tiempo g«p. El
tensor de energia-momento se descompone como:

THP — En*nP 4 n*JP 4 jon Pk 4 gxB (9-4)

donde E = Topn®nb, Jo = —vo"TuvnY, v Sap = YhvkTuv son
la densidad de energia, la densidad de momento, y el tensor de
esfuerzo medido por un observador cuya cuadri-velocidad es n* (los
denominados observadores Eulerianos O,).

La evolucién de la 3-métrica y;; viene dado por la ecuacion:

0
3. Y0~ LgYij = —2NKjyj, (9.5)

donde £ es la derivada de Lie y Ky es la curvatura extrinseca de ;.
La ecuacién de evolucion para Kjy; es:

0

4+ N {Rij — ZKikKij + KK}Q +4n [(S —E) Yij —ZSU-] } p

donde D; es la derivada covariante asociada a la 3-métrica vij, Ry; es
el tensor de Ricci asociado a esta 3-métrica, K = K! es la traza de la
curvatura extrinseca, y S = S{ En la formulacién 3 + 1, el conjunto
completo de ecuaciones de Einstein es equivalente a las Ecs. 9.5y 9.6.
junto con la restriccion Hamiltoniana:

R+ K% —Ky;KY = 167E, (9.7)
y la restriccion de momento
D;K) — DiK = 873, (9.8)

donde R = R! es el escalar de Ricci tridimensional.

Se introduce una estructura adicional en la hipersuperficies 2, la
llamada métrica de fondo f. La signatura de f es (+,+,+), i.e. f es una
métrica Riemanniana tal como y. Ademads, se pide que

Lify; = 0y =0, (9-9)
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y coincide con vyj; en el infinito espacial. Se define y = det vy; y
f =det fi]' .

Para poder expresar las ecuaciones de Einstein en una descom-
posicién 3 4 1 conforme, se define la métrica conforme ¥, tal que

Vij =0 vy, (9-10)

siendo 1 un campo tensorial sobre X;.

Las cuatro ecuaciones provenientes de las restricciones impuestas
(ver Apéndice C), junto con la condicién de maximal slicing K = 0,
resulta en dos ecuaciones escalares para la funcion lapse y el factor
conforme, y una ecuacién vectorial eliptica para el shift vector.

La ecuacién para la funcién lapse N viene dada por:

AN = PN [47 (E +S) + AigA*] —h*'DyD{N — 2D ®D*N, (9.11)

donde D; es la derivada covariante asociada con la métrica plana
fij, y su componente contravariante estd definida como D* = fYD;,
A = f9D;Djj, y su componente contravariante es D' =Y D; (con la
métrica conforme inversa definida como ¥, 7 = 8;’). La cantidad ®
se define como @ = In1. La traceless part de la curvatura extrinseca
conforme AY se define como:

AY = ? <Kij — ;yin> , (9.12)

donde el campo tensorial Aj; se define como:
. L N T
A =3y A = (K” - 37" K) . (9-13)

El campo tensorial h") en el miembro derecho de la Ec. 9.11 es
la desviaciéon de la métrica conforme inversa respecto de la métrica
inversa plana:

hY =99 — Y, (9-14)

Luego de que se realiza la descomposicion conforme 3 + 1, es nece-
sario hacer una eleccién de gauge para poder reformular las ecuaciones
de Einstein como un sistema de ecuaciones diferenciales. Para nuestro
problema particular, se elige el gauge de Dirac dado por la condicién:

D]-hij =0. (9.15)

El factor conforme \ (o en forma equivalente Q = P2N) se determi-
na a partir de:

AQ = —hM'DyDQ+° [N (47:5 + ii\kl/\kl)}

+ 202 [N (Z +Dkq>Dkd>> + D@DKN] ,  (9.16)

1. N 1. -
R* = Z lekhmnDﬂ/mn - EylekhmnDnYmb (917)
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La ecuacioén eliptica para el shift vector es:

1

AR+ gDi (D;p)) = 16nNyp?J +2AYD;N — 12NAYD; @
— 2NAL AR
1.
— hDDB"— Zh DD, (9-18)
donde
1. - - -
AY = EYH (Di¥1; + Dj¥ir — Divy) - (9.19)

La ecuacion para hY es de tipo Poisson y es de la forma:

N .4 .
WAW = Lﬁzﬁh‘wngﬁkLBhU

+ $6DkQ (D'W¥* + D/htk — D*hY) — 2NSY
%Dkﬁk (LB)Y +2 (LpN) AY
e L

— Lp(Lp)Y, (9-20)

donde (LB)" denota el operador de Killing conforme asociado con la
métrica plana que acttia sobre el shift vector Bt:

(LB) = DB + DIBt — SDyB Y. (9.21)

El tensor SY viene dado por:

SYU =y (S%j + Sizj — S?) (9.22)
donde
s = N(RY+8D'®DI®) +4 (D'ODIN + DIOD'N)
— 1[N([R+8D®D*0] 39) + 8DLOD*NYT]  (9.23)
SY = 2N [y AtRA —4n <¢4sii — ;syiiﬂ , (9.24)
Ppesy = y*9'DiDIQ + % (R*DyhY + WD —h*'DyhY) D1Q
% (¥'DkD1QYY), (9-25)
con
2RV = hDyDhY —Dih ™Dy — 910y ™ Dy W D W
+ YuDkh™ (YD W+ 5Dy ht)
+ %yikyﬂthm“Dﬁmn. (9-26)
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En resumen, en el formalismo 3 + 1, en el gauge de Dirac, y con la
condiciéon de maximal slicing, resolver las ecuaciones de Einstein es
equivalente a resolver las ecuaciones elipticas escalares 9.11 y 9.16
para N y 1, respectivamente, la ecuacion vectorial tipo Poisson 9.18
para B!y la ecuacion tensorial eliptica 9.20 para hV.

Para resolver el sistema de ecuaciones aqui planteado para nuestro
problema particular, utilizamos la libreria LORENE C + +, los c6digo
numéricos LORENE-rotstar-dirac y CoCoNuT que detallaremos en la
proxima seccion.

9.3 ESTUDIOS NUMERICOS
9.3.1 LORENE y CoCoNuT

LORENE (Langage Objet pour la RElativité NumériquE) es un conjunto
de clases de C + + para resolver varios problemas numéricos en relati-
vidad numérica, y en forma mds general, en astrofisica computacional;
LORENE provee de herramientas para resolver ecuaciones diferencia-
les parciales por medio de métodos espectrales multi-dominio.

LORENE es un sofware libre bajo la Licencia Pablica General GNU.
Ha sido desarrollado en el Observatorio de Paris en Meudon, en
el laboratorio LUTH esencialmente por Eric Gourgoulhon, Philippe
Grandclément, Jean-Alain Marck, Jérome Novak y Keisuke Taniguchi
(para méds detalles consultar www.lorene.obspm.fr).

El c6digo numérico LORENE-rotstar-dirac [Lin & Novak, 2006] en-
cuentra soluciones estacionarias axisimétricas de las ecuaciones de
campo de Einstein para estrellas en rotacién rapida. Dicho cédigo ha
sido construido a partir de la libreria LORENE C + +. El c6digo resuel-
ve las ecuaciones no lineales elipticas descriptas en la seccién anterior
por medio de métodos espectrales multi-dominio en coordenadas
esféricas.

El c6digo LORENE-rotstar-dirac ha sido empleado en el presente
trabajo para generar los datos iniciales correspondientes a una estrella
no rotante inestable para la simulacién hidrodindmica en Relatividad
General del colapso de dicho objeto. Para esto dltimo se utiliza el
cédigo CoCoNuT.

CoCoNuT es un cédigo hidrodindmico en Relatividad General con
evolucién dindmica espacio-temporal. El objetivo principal de este
cédigo numérico es estudiar distintos escenarios astrofisicos en el que
la Relatividad General tiene un rol importante, tal como el colapso de
estrellas de rotacién rdpida y la evolucién de estrellas de neutrones
aisladas.

Las caracteristicas principales del CoCoNuT son:

» Utilizacion de la descomposicién 3 + 1 de las ecuaciones de Eins-

tein en coordenadas polares esféricas.

= Esquemas tipo Godunov: utilizacién de métodos conservativos
(Riemann solvers aproximados) que permiten una alta precision
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en la preservacién de cantidades globales como masa y momen-
to, y el correcto tratamiento de las discontinuidades durante la
evolucion.

= Evolucién de la métrica CFC: para la evolucién de la métrica se
utiliza la aproximacion conformally flatness condition. Se ha pro-
bado que esta aproximacion es muy buena en las situaciones
de colapso con un acuerdo extraordinario con simulaciones en
Relatividad General.

» Mariage des Maillages: el sistema de ecuaciones CFC consiste en
un conjunto de ecuaciones elipticas no-lineales que se resuelven
mediante métodos espectrales por medio de la libreria LORENE.
La interface entre la malla espectral para la métrica y la malla
de diferencias finitas para la parte hidrodindmica se lleva a cabo
mediante la técnica Mariage des Maillages (casamiento de mallas).

» Microfisica: distintas ecuaciones de estado pueden utilizarse
durante la evolucién; desde simples expresiones analiticas (poli-
trépica, gas ideal, ecuacién de estado hibrida) hasta ecuaciones
de estado microfisicas en forma tabulada. Un esquema de delep-
tonization parametrizada permite un tratamiento simplificado de
los neutrinos durante el colapso.

El c6digo no es de dominio ptblico. Para mds informacién se puede
consultar el sitio web http://www.uv.es/coconut/.

A continuacién describimos cémo se han obtenido los datos iniciales
para la simulacién del colapso.

9.3.2 Datos iniciales para calcular el colapso

La generacion de los datos iniciales se realiza mediante el c6digo
LORENE-rotstar-dirac. Para correr este cédigo el input que hemos
proporcionado es:

1. Velocidad angular O = 0 (suponemos que el objeto a colapsar
no esta rotando).

2. El valor de la entalpia central, definida como:

dp
H= , .
Je+p (9-27)

donde e es la densidad de energia, y p la presion. El valor de la
entalpia central elegido es H = 0,5¢?.

3. Rango de variacién de la densidad. Tomamos como limite in-
ferior para la densidad pins = 1,7 X 107 g/cm3, y como limite
superior pjs = 10’7 g/cm3. Debe notarse que para este rango
de densidades, la ecuacién de estado 9.1 se comporta como una
politropa de indice politrépico 2.
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4. Densidad total de energia e. Esta ha sido calculada para la
ecuacioén de estado 9.1 a partir de la relacion:

€=—p+un, (928)

siendo p la presion, n la densidad bariénica, y p el potencial
quimico dado por:

1 2 2
we LI N E ey (D
ndn Mmax 3 Mmax

Si se toma para la constante C = 1, la expresién para la densidad
de energia es:

n? 1 n \?
€= ax—=(a+1) ( >
TL1’1’121X 3 Tl'I’I’lEIX

donde o = 5,01 x 10714 g cm?/s?.

+C, (9.29)

+ Homn, (930)

5. Ecuacién de estado, dada por la férmula 9.1, en unidades de
dyn/cm?. Ademds, al igual que para la densidad de energia total
€, la presion debe estar en funcién de la densidad bariénica:

2
plo) = [oc—(oc+1)<n“ ) ] (= )n, (931

La densidad bariénica debe expresarse en unidades de 1/cm3. Para
pasar de un valor de densidad p en g/cm3 a 1/cm3 se divide p por la
unidad de masa atémica m, = 1,67 x 10~24 g/cm3.

Se ha elegido para la densidad méxima pmax = 0,2 x 1018gr/ cm3,
que se corresponde con un valor para la densidad méxima bariénica
de npax = 1,2 x 104 1/cm3.

LORENE-rotstar-dirac calcula, entre otras cosas, la funcién lapse N,
el factor conforme o Q, el tensor hJ, el shift vector B, la masa gravita-
cional Mg y el radio circunferencial ecuatorial Req (ver Lin & Novak
2006). El output generado por el c6digo se guarda automaticamente
en un archivo de nombre "resu.dat’. Es precisamente este archivo el
que CoCoNuT tomara como input.

Para el conjunto de valores especificados arriba, la masa gravitacio-
nal y radio circunferencial ecuatorial obtenidos mediante el c6digo
LORENE-rotstar-dirac son:

MG - 0142M®/ (932)
Req = 2,92 km. (9-33)

Una vez adquiridos los datos iniciales, se procedi6 a correr el c6digo
CoCoNuT. En lo que sigue, se describen los resultados obtenidos.

9.3.3 Resultados

Realizamos dos corridas sucesivas del c6digo CoCoNuT. En la pri-
mera corrida tomamos la salida de LORENE-rotstar-dirac como datos
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iniciales; el c6digo se detuvo cuando la presién en funcién de la densi-
dad comienza a disminuir, esto es, cuando la velocidad del sonido se
vuelve imaginaria. Es precisamente a partir de este punto donde las
ondas sonoras dejan de propagarse debido al comportamiento exético
de la materia: una variacién en la presién causa una expansiéon en
vez de una comprensiéon. Procedemos, luego, a realizar una segunda
corrida del cédigo. Esta vez se toman como datos iniciales la salida de
la primera corrida de CoCoNuT. Ademads, cambiamos el signo de la
velocidad radjial del fluido.

Mostramos en las Figs. 86, 87, y 88 los resultados de las corridas
sucesivas. En la Fig. 86 graficamos la densidad central en funcién
del tiempo (tiempo para un observador en el infinito). En la primera
corrida (linea roja) la densidad central comienza a crecer hasta que
llega a un maximo. Es en este punto donde se detiene la simulacién. Al
comenzar la segunda corrida (linea negra) la densidad central dismi-
nuye. Para t > 0,15 ms, la densidad central aumenta en forma abrupta
pero suave hasta llegar nuevamente al valor donde la velocidad del
sonido se vuelve imaginaria, y el cédigo se detiene.
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Figura 86: Densidad central en funcién del tiempo. La linea roja indica los
resultados de la primera corrida, y la linea negra los resultados
de la segunda corrida.

El gréfico del factor conforme en funcién del tiempo se muestra en
la Fig. 87. Al comienzo de la primera corrida (t = 0), el factor conforme
vale aproximadamente 1.35 (¢ = 1 corresponde al espacio-tiempo de
Minkowski). A medida que el tiempo aumenta, el factor conforme
también lo hace hasta que la simulacién se detiene (¢ ~ 2y t = 0,04).
Durante la segunda corrida, el factor conforme disminuye, llega a un
valor minimo, y luego comienza a crecer hasta que se detiene el cédigo.
Debe notarse que los valores del factor conforme en los puntos donde
se detiene la primera y segunda corrida son distintos. Esto indica una
asimetria en el rebote, como era de esperar, debida a la existencia de
una direccion preferencial de acciéon para la gravitacion a gran escala.
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Figura 87: Factor conforme en funcién del tiempo.La linea roja indica los
resultados de la primera corrida, y la linea negra los resultados
de la segunda corrida.

Por dltimo, la Fig. 88 muestra el grafico del lapse N en funcién
del tiempo. Durante la primera corrida N decrece3 hasta aproxima-
damente N =~ 0,15 cuando se detiene la simulacién. En la segunda
corrida N crece hasta llegar a un valor mdximo, comienza nuevamente
a disminuir hasta que se interrumpe el cédigo. Al igual que para el
factor conforme, los valores del lapse son distintos para los dos puntos
del rebote.

05 . T . T . T T

| L L
0,1 0,15 0,2
Time [ms]

Figura 88: Funcién lapse en funcién del tiempo.La linea roja indica los resul-
tados de la primera corrida, y la linea negra los resultados de la
segunda corrida.

El programa CoCoNuT computa también si se forman horizonte
aparentes. En todas las corridas realizadas, no hubo formacién alguna
de horizontes aparentes.

3 Cuanto mds grande es el valor del lapse N, mds se aproxima el espacio-tiempo a un
espacio-tiempo Minkowskiano.
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9.4 DISCUSION Y TRABAJOS FUTUROS

Los resultados descriptos en la seccién anterior nos permiten inferir
el comportamiento y posible evolucion del sistema.

Durante la primera corrida el sistema colapsa bajo la accién del
campo gravitacional; la densidad central aumenta y los valores que
toman el factor conforme y el lapse indican que la curvatura del
espacio-tiempo se vuelve cada vez mds importante. Esto sucede hasta
que para un dado valor de la densidad, el fluido alcanza una rigidez
infinita y ya no hay propagacién de ondas sonoras. Aqui es donde se
produce el bounce o rebote. La simulacion se detiene y procedemos a
realizar una segunda corrida del c6digo tomando como datos iniciales
la salida de la primera corrida e invirtiendo el signo de la velocidad
radial del fluido.

El sistema, ahora, comienza a expandirse (la densidad central dis-
minuye, y la curvatura se vuelve menos fuerte). Esta expansion, sin
embargo, no es indefinida. Notamos que antes que la densidad central
empiece a aumentar nuevamente, el factor conforme y el lapse ya han
cambiado su comportamiento. Luego, la accién del campo gravitacio-
nal hace colapsar el sistema hasta que se alcanzan densidades tales
que nuevamente se produce el rebote.

Estamos, pues, en presencia de un sistema oscilante: colapsa, rebota,
se expande, vuelve a colapsar, asi continua en forma indefinida el
ciclo. Esperamos, sin embargo, que las amplitudes de las oscilaciones
vayan disminuyendo debido a las pérdidas energéticas (en las Figs.
86, 87, y 88 se observa que los valores de la densidad central, factor
conforme, y lapse son distintos en los dos rebotes).

Debido al altisimo corrimiento al rojo, un observador lejano jamas
podré detectar las oscilaciones del sistema. Vemos, luego, que toda
la fenomenologia asociada a los agujeros negros podria reproducirse
mediante el modelo aqui propuesto de mimicker.

Los trabajos a futuro incluyen la realizacién de corridas adicionales
para poder asi calcular la amplitud de oscilacion del sistema, como
la localizacién del los rebotes. Esto nos permitira tener una carac-
terizacion mds precisa de las propiedades del mimicker. Todos estos
resultados serdn objeto de una publicacion futura.
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Los agujeros negros desempefian un papel capital tanto a escala
local como global en el universo; es en estos objetos donde la gravi-
taciéon se manifiesta en su forma mads extrema. El completo colapso
gravitacional que lleva a la formacién de un agujero negro implica un
crecimiento brutal en la entropia que esta relacionado con la pérdida
de toda la estructura del sistema original (e.g. una estrella). Los aguje-
ros negros son, pues, los reservorios mas importantes de entropia en
el universo. Por otro lado, son en extremo simples: a lo sumo bastan 3
pardmetros: masa M, carga Q, y momento angular a, para caracteri-
zarlos completamente. Los agujeros negros son, ademds, ingredientes
esenciales en los mecanismos astrofisicos que dan lugar a los fené-
menos mas extraordinarios del cosmos (muerte de estrellas, AGNs,
microcuasares, GRBs, disrupcién de estrellas, producciéon de rayos X
y gamma, etc...), y claves para la determinacién de la naturaleza del
espacio-tiempo y la irreversibilidad observada de los procesos fisicos.

Es esta tesis nos hemos propuesto investigar las implicaciones de
los agujeros negros para una serie de situaciones tanto astrofisicas
como relacionadas con la fisica fundamental, comenzando con el
estudio de interiores de agujeros negros no singulares. N6tese que
las singularidades no son objetos fisicos en el espacio-tiempo sino
caracteristicas patolégicas de algunas soluciones de las ecuaciones
fundamentales de la teoria de la gravitacion, en particular de la teoria
de la Relatividad General. Hemos estudiado una propuesta concreta
para eliminar estos defectos en la teoria por medio de una ecuacién
de estado que para valores muy altos de la densidad presenta un
cardcter repulsivo y viola las condiciones de energia. Hemos mostrado
mediante un estudio de termodindmico y dindmico, que la solucién
es inestable, por lo cual concluimos que son necesarias modificaciones
mas radicales no sélo en la descripciéon de la materia sino, acaso, en la
propia teoria de la gravitacion.

Este resultado nos llevé a indagar acerca de la compatibilidad de
los agujeros negros astrofisicos (acretantes) en gravedad modificada
con las observaciones en rayos X existentes. En particular, estudiamos
soluciones de agujeros negros en teorias modificadas de la gravitacion
f(R). En estas teorias, la densidad Lagragiana gravitacional de la
accién de Hilbert-Einstein, se generaliza a una funcién arbitraria del
escalar de Ricci. Obtuvimos las distribuciones espectrales de energia de
discos de acrecién en torno a agujeros negros de f(R)-Schwarzschild
y f(R)-Kerr con escalar de Ricci constante, y comparamos con los
datos observacionales més recientes del candidato a agujero negro
Cygnus X-1. Este andlisis permiti6 restringir severamente el rango de
pardmetros posibles para algunas de estas teorias.

Hemos extendido el estudio de discos de acrecién a sistemas bina-
rios de agujeros negros supermasivos. Nos hemos focalizado en un
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tipo particular de sistema binario acretante, donde el agujero negro
menos masivo puede abrir un gap en el disco de acrecién del sistema.
Hemos mostrado que en presencia de un jet relativista, la distribucién
espectral de energia en rayos gamma tendrfa una impronta tnica; ésto
se debe a las interacciones Compton externa entre fotones provenien-
tes del disco perturbado y los electrones relativistas en la base del jet.
Ofrecemos, pues, un nuevo criterio para apoyar la identificacion de
candidatos de sistemas binarios de agujeros negros supermasivos.

Los agujeros negros tanto en Relatividad General como en gravedad
f(R) presentan horizontes de eventos, que cuando son analizados en
el contexto de la teoria de campos cudnticos en espacio-tiempo curvo
arrojan el resultado de que el espacio-tiempo mismo debe tener aso-
ciada una entropia. Propusimos, pues, evaluar diferentes estimadores
clasicos, basados en el tensor de Weyl, para la entropia gravitacional.
Esto nos llevé a la conclusién de que el mejor estimador es el de
Weyl-Kretschmann. En todos los espacios-tiempos evaluados (aguje-
ros negros de Reissner-Nordstrom, un modelo particular de agujero
negro regular, agujeros negros de Kerr y Kerr-Newman) el estimador
de Weyl-Kretschmann no sélo reproduce la entropia de Bekenstein-
Hawking sobre el horizonte de eventos, sino que es independiente de
la foliacién particular del espacio-tiempo y puede aplicarse, inclusive,
a espacio-tiempos con violacién cronolégica.

Un problema intimamente relacionado con la entropia es el de la
direccién del tiempo. En esta tesis investigamos sobre el rol de los
agujeros negros cosmolégicos en este problema. Llegamos a la conclu-
sién de que el acoplamiento entre condiciones cosmolégicas globales
y procesos gravitacionales relacionados con el apantallamiento de
corrientes por agujeros negros mas grandes a medida que el tiempo
césmico se incrementa, da lugar a una direccion privilegiada para la
ocurrencia de procesos locales de naturaleza electromagnética. Mos-
tramos, ademads, que la irreversibilidad de los procesos locales atin
existiria en el caso de un universo en colapso que contenga agujeros
negros.

Si los procesos fisicos tienen una direccién preferencial, es razonable
preguntarse por el estatus ontolégico del tiempo mismo. Nuevamente,
estudiando el comportamiento de sistemas fisicos sobre el horizonte
de eventos, considerando una superficie nula, demostramos que la
doctrina llamada “presentismo” es incompatible con el conocimiento
astrofisico actual. Sugerimos, luego, que una ontologia compatible
con una vision relativista del mundo tendria que ser aquella en que
lo que llamamos “presente” tenga un caracter local en vez de global.
Nuestro trabajo, ademads, ha puesto en evidencia la necesidad, tanto
para la investigacion cientifica como filoséfica, de una ontologia que
comprenda la visién del conocimiento fisico actual, incluyendo las
peculiaridades de los efectos no-locales en Mecanica Cudntica.

Otro problema grave que enfrenta la fisica contempordnea es la
incompatibilidad entre la existencia de horizontes de eventos y la
evolucién unitaria de los sistemas cerrados en Mecdnica Cudntica.
Al respecto, propusimos e investigamos una solucién sencilla que
consiste en reemplazar a los agujeros negros por objetos muy com-
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pactos dindmicos, no estacionarios, y sin horizonte de eventos, que
hemos denominado mimickers. Esto elimina la incompatibilidad entre
la Relatividad General y la Mecénica Cuéntica al nivel del horizonte,
desplazdndola sélo a escalas de Planck, donde el tratamiento basado
en la hipétesis del continuo deja de valer y nuevas descripciones de la
emergencia del espacio-tiempo deben buscarse (ver por ejemplo Rome-
ro 2015a). Los resultados preliminares del modelo de mimicker parecen
mostrar que sin introducir cambios en la teoria de la Relatividad Gene-
ral, es posible para un tipo particular de tensor de energia-momento,
evitar el completo colapso gravitacional, y la formacién de horizonte
de eventos y la aparicion de singularidades.

Esta tesis presenta, pues, un panorama actual de los agujeros negros
y su papel en nuestra imagen del mundo, panorama que abre, a su
vez, nuevas preguntas: ;qué efectos tiene sobre un agujero negro la
dindmica del universo?, ;son éstos efectos observables?, ;como po-
drian afectar los agujeros negros la evolucién del universo?, ;jexisten
soluciones de agujeros negros cosmoldgicos en teorias alternativas de
la gravitacién?, jen qué se diferencian con las soluciones conocidas en
Relatividad General?,;siguen siendo vélidas las leyes de la termodina-
mica de agujeros negros en teorias alternativas de la gravitacién?, y
muchas otras. A estas preguntas subyace una esencia comun, el inten-
to por vislumbrar la naturaleza del tiempo. Es esta intima pregunta,
que siempre ha reclamado desde el fondo de la memoria, desde mi
infancia, ... hasta aqui.
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INTEGRALES IMPROPIAS

A.1 DEFINICION DE INTEGRAL IMPROPIA

Sea () C P un dominio no compacto, y sea f : 3 — R integrable en
cada dominio compacto mesurable D C Q. Se dice que f es integrable
impropiamente en () siy solo si para cada secuencia creciente mesurable
de dominios compactos, (Dy),,cpn, que es exhausting® (), la secuencia:

(RO

n

es convergente. En dicho caso:

limJ fdp:J f du,
n—oo D, Q

y se denomina integral impropia de f en D. En forma alternativa, se dice
que la integral de f en Q es convergente [Predoi & Balan, 2005].

A.2 PRUEBA DE INTEGRAL IMPROPIA

A continuacién de mostrard que la integral presentada en el Capitulo
4, Seccioén 4.5, dada por:

1 ” 1
[= de dr = - . €M, A.1
”Dm(r) ovitnon " (A1)

donde
D={(r,0)eR*/r_<r<1. A0, <0<0.2}, (A.2)

es divergente.
Dado que hy(r) no depende de la coordenada 0, se puede simple-
mente integrar A.1 en esta coordenada:

9*2 - 9*1
—= " dr, A.
Lvi(r*—r) (A:3)
donde,
R={reR/r_ <r<r.}. (A.g)

La funcién 1/v; (r, — 1) diverge en r = r*. Se define una subsecuencia
de subregiones cerradas R, donde la tltima integral estd bien definida:

Rn={reR/r_<r<r,—(1/n)}, (A.5)

Sea QO C RP un dominio no compacto para el cual cada parte acotada de la frontera es
despreciable. Se dice que la secuencia (Dn),, ¢y de dominios compactos mesurables
es exhausting Q) si'y s6lo si para cada compacto K C Q existe ng € IN tal que K C Dy,
para todo n > ng.
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conn € N, tal que

lim R, — R. (A.6)
n—o00
Se integra la funcién 1 = 1/h;(r) sobre el dominio R, de la siguiente
manera:

dr J dr —1 e (1/1)
= — = —1In(r.—71) ;"
JRn hi(r) R, Yi(Ts—T)  vi '

_ ;1[ln(r*—r*+(1/n))—ln(r*—r)]. (A7)

El limite de la dltima ecuacién cuando n — oo no existe. Luego, la
integral dada por la férmula A.1 es divergente.



CONDICIONES DE ENERGIA

Las condiciones de energia satisfechas para un cierto tipo de materia
se formulan en términos del tensor de energia momento Tgy,. Para
poder visualizar las condiciones de energias, es ttil ver la forma que
éstas toman para un fluido perfecto caracterizado por un tensor de
energia momento de la forma:

Tav = (P+p)uqup + Pgab- (B.1)
» Condicién de energia débil (weak energy condition) es:
Tapt®t® >0, (B.2)

para todos los vectores tipo tiempo t¢.

Para el fluido dado por la ecuacién B.1, esta condicién toma la
forma:

p=0, y p+P>0. (B.3)

= La condicién de energia dominante (dominant energy condition)
consiste en la condicion de energia débil y del requerimiento ex-
tra que T%Pt, sea un vector tipo nulo o tiempo (i.e., Tqp TOt%t€ <
0) para cualquier vector tipo tiempo t“. Para el fluido B.1 la con-
dicién de energia dominante tiene la forma:

p=>|Pl, (B.4)

(i.e., la velocidad del flujo de energia no excede la velocidad de
la luz).

= La condicién de energia nula (null energy condition) consiste en:
Tabab > o, (B.5)

para todo vector nulo 1%; para un fluido perfecto esto significa
que

p+P=>0. (B.6)

Violaciones de la condicién de energia nula se estudian en el
contexto de agujeros de gusano macroscépicos atravesables y
en cosmologia si la expansién del universo es super acelerada
(H > 0, donde H es el pardmetro de Hubble).

» La condicién de energia nula dominante (null dominant energy
condition) consiste en:

Tanl®1® >0, (B.7)
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Yy
T, (B.8)

es nulo o tipo tiempo para cualquier vector tipo nulo 1¢. La
condicién de energia nula dominante se asemeja a la condicién
de energia dominante pero aqui 1¢ es nulo en vez de tipo tiempo.
Para el fluido perfecto, la condicién de energia nula dominante
es:

p=>IPl o p=—P. (B.9)

La condicién de energia fuerte (strong energy condition) consiste
en:

1
<Tab — zTgab> ta? >0, (B.10)

para cualquier vector tipo tiempo t¢; para el fluido perfecto:
p+P >0, y p+3P2>0. (B.11)

Esta condicién asegura que la gravedad es siempre atractiva y
es violada por una constante cosmoldgica positiva (que satis-
face PN = —p”), durante el periodo de inflacién, o en una era
cosmoldgica dominada por un campo de energia oscuro con
P < —p/3.



FORMALISMO 3+4+1 EN RELATIVIDAD GENERAL

Cuando se estudia la evolucién en el tiempo de cualquier sistema
fisico lo primero que necesita hacerse es formular dicha evolucién
como un problema de valores iniciales o problema de Cauchy: dadas
condiciones iniciales y de contorno adecuadas, las ecuaciones funda-
mentales deben predecir la evolucién futura (o pasada) del sistema.

Cuando se intenta escribir las ecuaciones de Einstein como un
problema de Cauchy se encuentra con el siguiente problema: las
ecuaciones estdn escritas de tal manera que el espacio y el tiempo se
tratan de igual manera, lo cual hace dificil ver la evolucion del campo
gravitacional en funcién del tiempo. Luego, lo primero que necesita
hacerse es reescribir las ecuaciones de Einstein de tal forma de separar
en forma clara el rol del espacio y del tiempo. La formulacién de la
Relatividad General que resulta de esta separaciéon es conocida como
formalismo 3 4 1 en Relatividad General.

Suponemos un espacio-tiempo globalmente hiperbélico dotado de
una métrica g«p. Consideramos ahora una foliacién especifica, y
tomamos dos hipersuperficies adyacentes X y L 4¢. La geometria de
la region del espacio-tiempo contenida entre estas dos hipersuperficies
puede determinarse a partir de los tres siguientes ingredientes basicos:

= La 3-métrica vy (i,j = 1,2,3) que mide la distancia propia sobre
la hipersuperficie:

dt? = Yij dxtdx. (C.1)

» El lapso de tiempo propio dt entre dos hipersuperficies medida
por aquellos observadores moviéndose a lo largo de la direccién
normal a las hipersuperficies (los denominados observadores
normales o Eulerianos):

dt = N(t,x")dt. (C.2)
Aqui N es conocida como la funcién lapse.

» La velocidad relativa B! entre observadores Eulerianos y las
lineas de coordenadas espaciales constantes:

Xipar =xi—Bl(t,)dt. (C.3)
El 3-vector B' es conocido como shift vector.

La funcion lapse N y el shift vector ' son funciones que se pueden
especificar libremente (no son tinicas) llevando la informacién sobre
el sistema de coordenadas elegido; se denominan funciones de gauge.

En términos de {N, B vij }, el elemento de linea puede escribirse
como:

ds? = (—N? + BipY) dt? + 2Bidtdx' +yijdxtdx, (C.q)
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donde B; =vi;B’.

Si se considera el vector unitario n* normal a las hipersuperficies
espaciales, en el sistema de coordenadas introducido, este vector posee
componentes dadas por:

e = (=N,0). (C.6)

Este vector normal corresponde por definicién a la 4-velocidad de los
observadores Eulerianos.

Es necesario distinguir entre la curvatura intrinseca de las hipersu-
perficies espaciales, que proviene de su geometria interna, y la cur-
vatura extrinseca asociada con la forma en que estas hipersuperficies
estdn inmersas en el espacio-tiempo cuadridimensional. La curvatura
intrinseca estd dada por el tensor de Riemann 3-dimensional definido
en términos de la 3-métrica yi;. La curvatura extrinseca, por otro
lado, estd definida en términos de lo que le ocurre al vector normal
1 a medida que es transportado en forma paralela de un punto de
la hipersuperficie a otro. En general se encuentra que si este vector
se transporta en forma paralela a un punto cercano, el nuevo vector
dejara de ser normal a la hipersuperficie. El tensor de curvatura extrin-
seca Ky es una medida del cambio del vector normal bajo transporte
paralelo.

Para poder definir la curvatura extrinseca, introducimos el operador
proyeccion P8 en las hipersuperficies espaciales:

Pg =0 +nng, (C.7)

siendo Pyp = Y« p- Usando este operador de proyeccién, el tensor de
curvatura extrinseca de define como:

Kuv = —Pffvanv = - (vunv + nunavcxnv) . (C.8)

De la definicién anterior se observa que K,y es un tensor puramente
espacial, esto es, n*K,, = nVK,, = 0. Ademads, este tensor resulta
simétrico:

Ky = Ky, (C.9)

De la definicién anterior, puede mostrarse que la curvatura extrin-
seca Ky puede escribirse en una forma completamente equivalente
como la derivada de Lie de la métrica espacial a lo largo de la direccién
normal:

1
Ky = —iLﬁyw. (C.10)

Esto puede verse facilmente de la definicién de la derivada de Lie:

LiYuev = NVaVuv +YuaVan® +vyoVn®
nVa (muny) + guaVon® + gvo Vun®
n*n,Vqny +nn,Von, +Vyn, +Vyn,
= (YT—9g%) Vany + (¥$—g%) Vany
+ Vyng+Vuny
= yffvocnv +v9Vany = —2K.y, (C.11)
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donde se ha hecho uso de que la derivada covariante de g, es cero 'y
también que n*V ny =0.

Dado que 11 es normal a la hipersuperficie, para cualquier funcién
escalar ¢ se tiene que:

1
LﬁYuv = aﬁcbfﬂ/pw- (C.IZ)

En particular, si se toma como funciéon escalar la funcién lapse, se
encuentra:

1 1
Kp.v = _RLNF{VMV =353\ (L{’_LB’) Yuvs, (C.13)
lo que implica

(£e—£5) Yuy = —2NKys. (C.14)

Teniendo en cuenta sé6lo las componente espaciales, y sabiendo que
en el sistema coordenadas adaptado se tiene £ = 0, encontramos:

aﬂ/ij — LB"Y:L]' = —ZNKij, (C15)
que puede reescribirse como:
at‘yij = —ZNKi)‘ + DiBj + Djﬁi, (C.16)

donde Dj representa la derivada covariante 3-dimensional asociada
a la 3-métrica vi;. La Ec. C.16 es la ecuacién de evolucion de la
métrica espacial vij, que ha sido derivada sélo a partir de conceptos
geométricos. Para poder cerrar el sistema es necesario una ecuacién
de evolucién para Kj; que se obtendra a partir de las ecuaciones de
Einstein.

Para poder reescribir las ecuaciones de Einstein en el formalismo
3 + 1, primero, expresaremos el tensor de Riemann 4-dimensional

By en términos del tensor de Riemann 3-dimensional de la propia
hipersuperficie 3 RE,v, ¥ la curvatura extrinseca K. La proyeccion
del tensor de Riemann en las hipersuperficies espaciales viene dada
por la ecuacion de Gauss-Codazzi:

PPEPAPIRs A => RE 1y + KouKpy — Kav Ky (C.17)

En forma similar, la proyeccién sobre las hipersuperficies del tensor
de Riemann contraido con el vector normal resulta en las ecuaciones
de Codazzi-Mainardi:

PYPEPANYRsav = DKoy — DKy (C.18)

A partir de la ecuaciéon de Gauss- Codazzi C.17 es posible derivar
la restriccion de energia o también llamada restriccién Hamiltoniana
[Alcubierre, 2008]:

3R+ K2 — Ky K™Y = 16mp, (C.19)

donde hemos definido la cantidad p = n*n"T, que corresponde a la
densidad local de energia medida por un observador Euleriano. De
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la misma forma, a partir de las ecuaciones de Codazzi-Mainardi se
puede obtener la restricciéon de momento [Alcubierre, 2008]:

Dy (K —y*¥K) = 8mj%, (C.20)

siendo j* = —P**n¥T,, la densidad de momento medida por un
observador Euleriano.

Es importante notar que las restricciones no sélo no involucran
derivadas temporales, sino que son completamente independientes de
las funciones de gauge N y B*. Esto indica que las restricciones son
relaciones referidas tinicamente a una dada hipersuperficie.

La existencia de restricciones implica que en la formulacién 3 + 1
no es posible especificar en forma arbitraria 12 cantidades dindmicas
{yij, Kij} como condiciones iniciales. Las condiciones iniciales deben
satisfacer las restricciones, de lo contrario no se estaran resolviendo
las ecuaciones de Einstein.

Las restricciones Hamiltoniana y de momento sélo proveen de 4 de
las 10 ecuaciones independientes de Einstein y, como se ha visto, éstas
no corresponden a la evolucion del campo gravitacional, sino que son
relaciones entre las variables dindmicas que deben satisfacerse para
todo tiempo. La evolucién del campo gravitacional estd contenida en
las 6 ecuaciones restantes.

Para poder encontrar estas ecuaciones se proyecta sobre las hiper-
superficies el tensor de Riemann contraido dos veces con el vector
normal. Esto dara las 6 componentes independientes restantes del
Riemann. Luego de ciertas manipulaciones algebraicas (ver Alcubierre
2008) se obtiene:

atKij = BkakKij -f—Kkiaj[?)k—f-Kkjain—DiDjN (C.21)
+ N [3Rij + KKij _ZKikKF] + 47N [‘Yi)' (S - p) —ZSij] .

Este conjunto de ecuaciones provee la evolucién dindmica de las 6
componentes de la curvatura extrinseca Kj;.
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